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关于KLT类型的 COHEN–MACAULAY方案的
GRAUERT–RIEMENSCHNEIDER消没定理

JEFFERSON BAUDIN, TATSURO KAWAKAMI, AND LINUS RÖSLER

摘要. 给定一个 Cohen–Macaulay 概形 X 和一个解析 π : Y → X，我们证明了
R1π∗ωY = 0。我们推断出如果 dim(X) = 3，则 X 满足 Grauert–Riemenschneider
消去，并且因此具有有理奇点。我们还得到，在任意维数下，如果X在特征为 p > 0

的完美域上是有限类型的，则 X 具有 Qp–有理奇点。

1. 介绍

在这篇论文中，我们研究了诺特良优秀整概形上的柯西消没的相对版本
Grauert–Riemenschneider 消灭定理。

Definition 1.1. 设 X 是一个有限维的诺特优整合概形，且具有对偶复形。若对于
每一个解析 π : Y → X，我们都有对于所有 j ≥ 1成立 Rjπ∗ωY = 0，则称 X 满足
Grauert–Riemenschneider 消灭定理。

Grauert–Riemenschneider消灭定理是特征零双有理几何中的一个基本结果。例
如，它用于证明 klt 奇点是理性的 [Elk81, Kov00]，或者理性奇点在形变下是稳定的
[Elk78]。

然而，这种消解在每个正特征中都是已知会失效的。这样的例子可以通过考虑
光滑射影曲面上的仿射锥来构造，这些曲面不满足 Kodaira消解 [Ray78, HK15]，或
者通过取 wildZ/pZ–商 [Tot19, Tot24, BBK23]来构造。

另一方面，当奇点较轻时，Grauert–Riemenschneider 消灭定理有时已知成立。
例如，已经证明在特征 p > 5 中的三维 klt 奇点满足消灭定理 [HW19, BK23]。此
外，这个对特征的限制是最佳的，因为在特征 2，3和 5 [Ber21, CT19, ABL22] 中已
知有反例。值得注意的是，所有已知的反例都未能满足 Cohen–Macaulay 条件，这
自然引发了一个问题：考恩 –麦克劳林 klt 奇点是否满足 Grauert–Riemenschneider
消灭定理？
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这个问题对于应用特别相关，因为强 F–正则奇点—被视为 klt奇点的特征 p类
似物 [Tak04, SS10]—已知是 Cohen–Macaulay的。

在这篇论文中，我们证明了 Cohen–Macaulay klt奇点在一次数上满足Grauert–
Riemenschneider消没。

Theorem 1.2. 设 X 是一个诺特优美的正规 klt类型的方案，设 π : Y → X 是其一
个解析。则以下成立：

(1) 若 X 是 klt 型，则 Rd−1π∗OY = 0。
(2) 若 X 是 klt 类型且 Cohen–Macaulay，则 R1π∗ωY = 0。

Remark 1.3. (a) 这是一个众所周知的事实，Rd−1π∗ωY = 0总是成立的（见Propo-
sition 3.1）。

(b) 根据 [IY24, Theorem 1.3]，我们同样在 Theorem 1.2的情况下有R1π∗OY = 0。
(2)（参见 [IY24, Theorem 1.1]获取更一般的陈述）。

(c) 我们不能放弃 Theorem 1.2的 Cohen–Macaulay 性的假设。(2) [Ber21, CT19,
ABL22] 。

作为一个直接的推论，我们得到以下结果：

Corollary 1.4. 设 X 是一个维度为 3的诺特优秀正规概形。如果 X 是 klt类型且
Cohen–Macaulay，则 X 满足 Grauert–Riemenschneider消去，并具有有理奇点。

特别地，在正特征下的一个强 F–正则（甚至是拟 –F–正则，见 [TWY24]）的三
维簇满足 Grauert–Riemenschneider 消失定理并且具有有理奇点（见 Theorem 3.5）。
类似地，在全局 +–正则设定下我们也得到了这样的结果（见 Theorem 3.6）。

正如我们已经指出的，klt 奇点在正特征下不一定是有理的。然而，预计它们满
足一种弱概念：Witt–有理性 [CR12, BE08]。简而言之，一个允许解析 π : Y → X

的正规簇 X 被称为具有 Witt–有理奇点，如果对于所有 i > 0，层 Riπ∗WOY 都被
某个固定的 p–次幂所消解。

klt 奇点是 Witt– 有理的这一事实，在维度 3 的情况下已知为真 [GNT19,
HW22]，在维度 4 的情况下，如果假设所有双有理模型的存在性以及 p > 5 [HW23]
成立。然而，这个问题在一般情况下仍然是开放的。在这里，我们提出一个适用于
任何维度的该陈述版本：

Theorem 1.5. 设 X 是一个有限类型 klt 类的 Cohen–Macaulay 整体概形，定义在
一个特征为 p > 0的完美域上。假设 X 具有奇点消解。那么 X 有 Qp–有理奇点。

如果此外 X 是投影的并且具有孤立奇点，则它具有 Witt–有理奇点。
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Remark 1.6. ◦ Qp–有理性是在 [PZ21]中定义的，并且是 Witt–有理性的轻微
弱化。似乎在实践中，知道 Qp–消失而不是完整的 Witt–消失就足以满足许
多目的。然而，我们希望最终能够加强 [Bau25, Theorem A]以获得上述Witt–
有理性而不假设孤立奇点。

◦ 如证明所示，可以显著减弱Theorem 1.5的 Cohen–Macaulay假设。具体来说，
第一个陈述只需假设 Qp–Cohen–Macaulay 性，第二个陈述则需假设 Witt–
Cohen–Macaulay 性（参见 [Bau25, Definition 5.1.3]）。例如，这些概念在普
遍同构和任意有限商下是不变的，而通常的 Cohen–Macaulay 性却不是这样
[Fog81]。我们希望最终能够证明只需 klt类型假设和存在一个解析就足够了。

2. 预备知识

2.1. 符号和术语. 贯穿全文，种类表示一个具有对偶复形的整闭、优秀的诺特概型。
一个对儿 (X,∆) 由一个正规簇 X 以及在 X 上的一个有效 Q–除子 ∆组成。

所有双模复形都在 [Har66]意义下被归一化。也就是说，如果 X 是一个维度为
d的簇，并且有一个对偶复形 ω•

X，那么对于所有的 i < −d都有 Hi(ω•
X) = 0，并且

ωX := H−d(ω•
X) 6= 0（给定某个导出范畴中的复形 A•和 i ∈ Z，我们令Hi(A•)表示

其第 i个上同调对象）。
如果我们固定一个簇X 并带有对偶复形 ω•

X 如上，并且 π : Y → X 是有限类型
的分离态射，则我们自然地通过取 ω•

Y := π!ω•
X 在 Y 上诱导出一个对偶复形（参见

[Sta25, Tag 0AA3]）。
一个簇 X 的解析是一个射影双有理态射 π : Y → X，其中 Y 是正则的。

Definition 2.1. 我们说一个簇X具有有理奇点，如果它是 Cohen–Macaulay的，并
且对于任何解析 π : Y → X，自然映射 OX → Rπ∗OY 是一个同构。

注意通过Grothendieck对偶，具有有理奇点的簇自动满足Grauert–Riemenschneider
消没定理。由于 [CR15]，如果假设奇异性的解析，则只需验证一个解析的合理性。
在正特征的情况下，不需要假设解析的存在性，根据 [CR11]。

Definition 2.2. 我们说一个簇X 是 klt 类型的如果它是正规的，并且存在一个有效
的 Q–除子 ∆，使得配对 (X,∆)是 klt（参见 [BMP+23, Definition 2.28]）。

3. 主要定理的证明

3.1. 有理性结果. 在本节中，我们证明了 Theorem 1.2和 Corollary 1.4。

Proposition 3.1. 设 X 是一个维度为 d的簇，设 π : Y → X 是一个判决式。那么
对于每一个判决式 π : Y → X，都有 Rd−1π∗ωY = 0。

http://stacks.math.columbia.edu/tag/0AA3
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证明. 我们可以假设 X = SpecR是仿射的，并令 π : Y → X 为一个解析。由于 Y

是在 R上的射影，我们可以找到一个一般的超平面截面 H，使得 H 是光滑的，由
[BMP+23, Theorem 2.17]和 Rd−1π∗ωX(H) = 0及相对塞尔消去法可知。考虑短正合
序列

0 → OX(−H) → OX → OH → 0.

取HomOX
(−, ωX)，我们得到一个短正合序列

0 → ωX → ωX(H) → ωH → 0.

由于Rd−1π∗ωX(H) = 0，所需的消失Rd−1π∗ωX = 0可以归结为消失Rd−2π∗ωH = 0。
通过重复这一论证，我们可以将其简化为情形 dimX = 2，这可以从 [Kol13, Theorem
10.4]得出。 �

Theorem 3.2. 设 X 是一种 klt 类型的簇，并且设 π : Y → X 是一个分辨率。那么
对于所有 i > 0，

codimRiπ∗OY > i+ 1.

特别地，Rd−1π∗OY = 0其中 d = dim(X)。

Remark 3.3. ◦ 注意我们只需要 π : Y → X 是一个解析而不是对数解析。实际
上，我们只需要 Y 是正规的和因子的。通过林泉马的一个例子（见 [IY24,
Example 3.2]），可能无法大大削弱这些假设。

◦ 特别地，我们的例外除子一开始可能不是正规的（只有整数的）。因为我们没
有假设日志分辨率。尽管我们在下面可能会使用一种给出需要正规性的想法
的除子符号，我们实际上将与 Q–线丛（即 Pic⊗ZQ的元素）在解析和例外
组件上工作。

证明. 通过归纳维度并局部化，足以证明Rd−1π∗OY = 0。由 [Har77, Theorem II.7.17]
存在一个闭子概形Z ⊆ X使得 π是沿Z对X的爆破。令E = π−1(Z)，使得OY (−E)

是 π–ample 通过 [Sta25, Tags 02NS and 02操作系统 ]。我们可以取 n � 0，使得
Rd−1π∗OY (−nE) = 0由相对塞尔消去。让我们写

nE =
∑
i∈I

riFi︸ ︷︷ ︸
F

+G,

表示一些正整数 ri > 0, 其中 Fi的正是 π–例外的（即像的余维度至少为 2）组件的
E。此外，注意到 Rd−1π∗OY (−F ) = 0。确实，我们有短正合序列

0 → OY (−nE) → OY (−F ) → OG(−F ) → 0.

http://stacks.math.columbia.edu/tag/02NS
http://stacks.math.columbia.edu/tag/02OS
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因为 Rd−1π∗OY (−nE) = 0，只需证明 Rd−1π∗OG(−F ) = 0。鉴于 G → π(G)的所有
纤维的维数都是 ≤ d− 2，这是显而易见的。为了完成证明，我们接下来需要展示如
下内容：

Claim. 如果对于某些满足
∑

i∈I ni ≥ 1的 (ni)i∈I ∈ Z≥0存在Rd−1π∗OY (−
∑

i∈I niFi) =

0，那么存在 j ∈ I 使得 nj ≥ 1且

Rd−1π∗OY

−(nj − 1)Fj −
∑

i∈I\{j}

niFi

 = 0.

。

声明的证明。目前，固定 j ∈ I 具有 nj ≥ 1的值。我们将稍后选择一个特定的 j。考
虑短正合序列

0 → OY

(
−
∑
i∈I

niFi

)
→ OY

−(nj − 1)Fj −
∑

i∈I\{j}

niFi


→ OFj

(
Fj −

∑
i∈I

niFi

)
→ 0.

因为，我们的目标是证明

Rd−1π∗OY

−(nj − 1)Fj −
∑

i∈I\{j}

niFi

 = 0,

这等价于证明

Rd−1π∗OFj

(
Fj −

∑
i∈I

niFi

)
= 0.

如果 dim π(Fj) > 0，那么这是显然的，因为此时 Fj → π(Fj)的纤维维数为 ≤ d−2。
如果 dim π(Fj) = 0，则

Rd−1π∗OFj

(
Fj −

∑
i∈I

niFi

)
= Hd−1

(
Fj,OFj

(
Fj −

∑
i∈I

niFi

))

∼= H0

(
Fj,OFj

(
KFj

− Fj +
∑
i∈I

niFi

))∨

∼= H0

(
Fj,OFj

(
KY +

∑
i∈I

niFi

))∨

.
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要得出后一组消失的结论，只需要证明−(KY +
∑

i∈I niFi)|Fj
是 π|Fj

–大。现在让我
们找到一些 j ∈ I 以达到这个目的。由于 X 是 klt 型的，存在一个有效的 Q–除子
∆，使得

KY +
∑
i∈I

aiFi + π−1
∗ ∆ ∼Q π∗(KX +∆)

对某些 ai ∈ Q<1（注意 Supp(F ) = Exc(π)，因为 π 在 E 之外是同构的）。令 J :=

{i ∈ I | ni − ai > 0} ⊂ I。注意到 J 6= ∅，因为
∑

i∈I ni ≥ 1和 ai < 1。令

t := max
i∈J

{
ni − ai

ri

}
∈ Q>0,

并且令 j ∈ J 是最大值达到的索引。我们有

Fj 6⊂ Supp

(
t

(∑
i∈I

riFi

)
−
∑
i∈J

(ni − ai)Fi

)
,

因此

−

(∑
i∈J

(ni − ai)Fi)

)∣∣∣∣∣
Fj

=

(
−tG− t

∑
i∈I

riFi

)∣∣∣∣∣
Fj

+

(
tG+ t

∑
i∈I

riFi −
∑
i∈J

(ni − ai)Fi

)∣∣∣∣∣
Fj

是 π|Fj
–大（回想一下 −G−

∑
i∈I riFi是 π–丰富），从而

−

(
KY +

∑
i∈I

niFi

)∣∣∣∣∣
Fj

∼Q,π|Fj
−

(∑
i∈I

(ni − ai)Fi

)∣∣∣∣∣
Fj

+ π−1
∗ ∆|Fj

= −

(∑
i∈J

(ni − ai)Fi

)∣∣∣∣∣
Fj

+

∑
i∈I\J

(ai − ni)Fi

∣∣∣∣∣∣
Fj

+ π−1
∗ ∆|Fj

也是 π|Fj
–大。 �

Lemma 3.4. 令X 是一个维度为 d的正规簇，并设 π : Y → X 是一个解析。假设对
于所有 i ≥ 1，有

codimRiπ∗OY > i+ 1

。然后 π∗ωY = ωX，存在一个自然单射

R1π∗ωY ↪→ H−(d−1)(ω•
X).

。特别地，如果 X 是 Cohen–Macaulay 的，则 R1π∗ωY = 0。
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证明. 考虑精确三角形

OX Rπ∗OY τ≥1Rπ∗OY
+1

应用 D(−) := RHom(−, ω•
X)和 Grothendieck 对偶性给出

D(τ≥1Rπ∗OY ) Rπ∗ωY [d] ω•
X

+1

，因此取上同调层诱导出一个精确序列

π∗ωX ωY H−(d−1)D(τ≥1Rπ∗OY ) R1π∗ωY H−(d−1)(ω•
X).

。只需证明

H−(d−1)D(τ≥1Rπ∗OY ) = 0.

我们将通过关于 i ≥ 1的递降归纳法来证明 H−(d−1)D(τ≥iRπ∗OY ) = 0。对于 i � 0，
没有内容可展示。固定 i ≥ 1，并考虑精确三角形

Rif∗OY [−i] τ≥iRf∗OY τ≥i+1Rf∗OY
+1

（见 [Sta25, Tag 08J5]）。应用 D得到

D(τ≥i+1Rf∗OY ) D(τ≥iRf∗OY ) D(Rif∗OY )[i]
+1

因为H−(d−1)D(τ≥i+1Rf∗OY ) = 0根据归纳假设，只需通过上同调层的长正合序列证
明 H−(d−1)(D(Rif∗OY )[i]) = 0即可。给定 dim(Supp(Rif∗OY )) ≤ d − i − 2由假设，
我们知道由 [Sta25, Tag 0A7U]，D(Rif∗OY )在次数 ≥ −(d− i− 2)上被支撑。等价
地，D(Rif∗OY )[i]在次数≥ −(d−2)上被支撑，所以H−(d−1)D(Rif∗OY )[i] = 0。 �

Theorem 1.2的证明. 这些断言源于 Proposition 3.1,Theorem 3.2和 Lemma 3.4。 �

Corollary 1.4的证明. 令 π : Y → X 为一个分辨率。给定 Riπ∗ωX = 0 对所有 i >

0 由 Theorem 1.2 和 Proposition 3.1，并且 π∗ωY = ωX 由 Lemma 3.4，我们有
Rπ∗ωY = ωX。我们由此推断出 Rπ∗OY = OX，通过 Grothendieck 对偶性和 X 的
Cohen–Macaulay 性质。 �

对于强 F–正则（相应地拟 –F–正则，+–正则）奇点的定义，我们请读者参考
[SS10, Definition 3.1]（相应地 [TWY24, Definition 4.1],[BMP+23, Definition 6.21]）。
请注意，根据定义，一个强 F–正则或拟 F–正则簇是 F–有限的（即绝对 Frobenius
是有限的）。我们说一对 (X,∆)是 +-正则，如果它在每个纤维上都是 +-正则的。

Theorem 3.5. 设X 是一个三维强 F–正则簇。那么X 满足格劳尔特—里默施奈德
消没定理，并且具有有理奇点。

http://stacks.math.columbia.edu/tag/08J5
http://stacks.math.columbia.edu/tag/0A7U
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证明. 我们知道由 [HH89, Corollary 2.5]和 [Gab04, Remark 13.6]可知 X 是 Cohen–
Macaulay。结合 [SS10, Corollary 6.9]和 [HW02, Theorem 3.3]，我们推断出X 属于
klt 类型，因此证明由 Corollary 1.4完成。 �

Theorem 3.6. 设 (X,∆)是一个 3 维 +正则对，使得KX +∆是Q–Cartier 的。那
么 X 满足 Grauert–Riemenschneider 消失性，并且具有有理奇点。

相同的陈述也适用于 X 拟 –F–正则，以及 ∆ = 0。

证明. 由 [BMP+23, Proposition 6.10]（分别由 [KTT+24, Theorems 5.8 and 8.9]）可
知，成对的 (X,∆)是 klt 并且 X 是 Cohen–Macaulay。然后我们通过 Corollary 1.4
得到结果。 �

3.2. Qp–合理性. 在整个过程中，固定一个在正特征完美域上的有限类型的簇X。对
于 n ≥ 1，我们令WnOX表示 p–典型Witt向量的层，并带有其诱导的 Verschiebung、
限制和 Frobenius 映射（参见例如 [KTT+22, Section 2.2]）。复形Wnω

•
X 表示由局部

环空间 (X,WnOX)给出的概型WnX 上的标准对偶化复形，而WnωX 表示其最小非
零上同调层（参见 [Bau25, Section 2.2]）。

Remark 3.7. 回想一下，作为一个集合，WnOX 简单地由OX 中的 n元组组成。Ver-
schiebung V : F∗WnOX → Wn+1OX 将 (s1, . . . , sn) 发送到 (0, s1, . . . , sn)，而限制
R : Wn+1OX → WnOX 将 (s1, . . . , sn+1) 发送到 (s1, . . . , sn)。特别地，存在一个自然
的短正合序列

0 F∗WnOX Wn+1OX OX 0V Rn

的Wn+1OX-模。

Lemma 3.8. 设X 是完美域上的有限类型 klt 类型簇，并设 π : Y → X 表示一个解
析。那么对于所有的 n ≥ 1，我们有 π∗WnωY = WnωX。

证明. 让我们通过归纳证明结果 n ≥ 1。情况 n = 1包含在 Lemma 3.4中。一般来
说，应用 Grothendieck 对偶（即。函子RHomWn+1OX

(−,Wn+1ω
•
X)) 到图

F∗WnOX Wn+1OX OX

F∗Rπ∗WnOY Rπ∗Wn+1OY Rπ∗OY

V Rn +1

V Rn +1
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并取上同调的长正合序列给出了一个具有精确行的精确图

0 π∗ωY π∗Wn+1ωY F∗WnωY R1π∗ωY . . .

0 ωX Wn+1ωX F∗WnωX H−(d−1)(ω•
X) . . .

∼= ∼=

（注意 R1π∗ωY → H−(d−1)(ω•
X)是单射的，由 Lemma 3.4和 Theorem 1.2给出）。然后

通过图追踪论证得出 π∗Wn+1ωY → Wn+1ωX 是同构。 �

Theorem 1.5的证明. 此陈述和在 Remark 1.6中的陈述直接来自于 Lemma 3.8和
[Bau25, Theorem 5.1.4]（另见引者同前的定理 A 以获得当我们假设射影性和孤立
奇点时的陈述）。 �
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