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凝胶转变以下Rouse网络中粘度的解析计算
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本工作建立了广义 Rouse模型中零剪切粘度与回转半径之间的精确关系，适用于任意网络结构。基
于这一基本关系，我们开发了一种随机图方法，通过粗粒化图粘度关系推导出平均场连接系统中的网络
粘度的解析表达式。该理论全面描述了亚临界区域，在稀溶液和预凝胶极限下确定了精确的渐近行为。

A. 介绍

Rouse 模型通过珠簧动力学预测稀溶液中未缠结线性聚合物链的粘度 [1]。随后的推广将 Rouse 框架扩展到
了聚合物网络，其中珠连接拓扑结构决定了构象统计和黏弹性质 [2, 3]。然而，推导随机交联系统中粘度的严格
解析解仍然是一个基本挑战。

回转半径（Rg）作为通过散射技术量化链紧凑性的关键实验可观测量 [4]。〈R2
g〉的理论基础已在典型的聚合

物构型中建立，包括理想链和规则网络 [5]。也已表明 Rg 通过微观结构-流变学耦合控制稳态剪切黏度 [6]。

这项工作建立了一个全面的广义Rouse网络流变理论框架，在此框架中我们发现，对于任意构型的网络，零
剪切粘度与网络的平衡回转半径之间存在一个简单的比例关系。我们建立了分析解来量化预凝胶化状态下随机
交联网络中的粘度，并通过严格的数学形式揭示了连接模式如何决定宏观流变行为。

B. Rouse网络

我们考虑一个由N 个珠子组成的任意配置的连通聚合物网络。在原始的 Rouse模型中，该网络是一条线性
链 [1]。在这里，我们考虑具有任意配置 [3, 7]的广义 Rouse网络。珠子 i在三维空间中的位置Ri遵循过阻尼动
力学

ζṘi = −kLijRj + ξi (1)

这里，ζ 是摩擦系数，k是弹簧常数，ξi由于热涨落产生的随机力，满足波动耗散定理，

〈ξi,α(t)ξj,β(t′)〉 = 2ζkBTδijδαβδ(t− t′). (2)

这里 δij 和 δαβ 是克罗内克函数，而 δ(t − t′)是狄拉克 δ 函数。希腊字母表示笛卡尔坐标系中的方向。Lij 是描
述珠子之间连接的 N ×N 图拉普拉斯矩阵，其非零特征值为 λp ≥ 0，对应的正交特征向量是 up。

我们将 N × 3位置向量R投影到本征模式上，使得 cp = uT
pR，其中 cp是一个 1× 3向量，它满足

ζċp = −kλpcp + fp, (3)

其中 fp = uT
p ξi，它满足

〈fp,α(t)fq,β(t′)〉 = 2ζkBTδpqδαβδ(t− t′) (4)

https://arxiv.org/pdf/2506.21399v1
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C. 应力松弛动力学

我们从微观力与珠子的位置计算宏观应力张量 σxy

σxy =

∑
i Fi,xyi
V

=
k

V
〈y|L|x〉 = k

V

∑
p

λpcpxcpy (5)

其中 Fi,x是施加在珠子 i上的总力的 x分量，cpx、cpy是 x和 y的分量 cp。注意对 p的求和不包括零特征值。给
定沿 x方向在 t = 0处的阶跃应变 γ，我们有

yi(t = 0+) = yi(t = 0−), (6)

xi(t = 0+) = xi(t = 0−) + γyi(t = 0−), (7)

这意味着

cpy(t = 0+) = cpy(t = 0−), (8)

cpx(t = 0+) = cpx(t = 0−) + γcpy(t = 0−) (9)

时间零时 cpx和 cpy 之间的相关性可以从能量均分定理得出：

〈cpx(0+)cpy(0+)〉 = γ〈c2py〉eq = γ
kBT

kλp

(10)

相关函数的时间演化由 (3)给出：

d

dt
〈cpxcpy〉 = 〈ċpxcpy〉+ 〈cpxċpy〉 (11)

= −2kλp

ζ
〈cpxcpy〉 (12)

在初始条件 (10)下求解，我们得到

〈cpx(t)cpy(t)〉 =
γkBT

kλp

e−t/τp , (13)

其中 τp = ζ
2kλp
。将代入 (5)得到应力松弛，我们得到

〈σxy(t)〉 =
γkBT

V

∑
p

e−t/τp . (14)

零剪切粘度 η是应力松弛的时间积分：

η =
1

γ

∫ ∞

0

〈σxy(t)〉dt =
ζkBT

2kV

∑
p

1

λp

(15)

我们将无量纲参数 η̃定义为：

η̃ =
2kV

ζkBT
η =

∑
λ 6=0

λ−1 (16)

在随后的分析中，将交替使用粘度和无量纲参数 η̃。
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D. 陀螺半径与粘度之间的关系

对于一般的聚合物网络，回转半径可以计算为 [8]

〈R2
g〉 =

1

2N2

∑
i,j

(Ri −Rj)
2. (17)

我们写 xi − xj = (ei − ej)
T
∑

p(cpxup)，其中 ei 是一个 N × 1向量，其 i元素等于一，其他所有元素都等于
零。由于对应零特征值的特征向量代表刚体平移模式，其特征向量分量全部相同，我们有 (ei − ej)

Tup = 0对于
λp = 0；因此，求和仅包括非零特征值。我们得到∑

i,j

〈(xi − xj)
2〉 =

∑
i,j

〈(ei − ej)
T
∑
p

(cpxup)
∑
q

(cqxuq)
T (ei − ej)〉

= 〈
∑
p,q

cpxcqx
∑
i,j

(upi − upj)(uqi − uqj)〉

=
∑
p

〈c2px〉
∑
i,j

(u2
pi + u2

pj − 2upiupj)

=
∑
p

2kBT

kλp

[N
∑
i

u2
pi − (

∑
i

upi)
2]

=
∑
p

2NkBT

kλp

.

(18)

这里，我们使用了
∑

i u
2
pi = 1的正交归一化条件。因为 Lij 矩阵的零空间由一个所有元素等于一的 N × 1向量

张成，我们也得到
∑

i upi = 0。由于三个方向等价，我们立即得到

〈R2
g〉 =

3kBT

Nk

∑
p

1

λp

(19)

结合 (15)和 (19)，我们得到一个关键结果：

η =
Nζ

6V
〈R2

g〉 (20)

对于树状 Rouse网络，我们应用克雷默定理来确定均方回转半径 〈R2
g〉 [8]。定义 πe 为移除键 e后形成的组

件大小的乘积，回转半径遵循如下关系：

〈R2
g〉 =

b2

N2

∑
e

πe (21)

将 (21)代入粘度关系 (20)，并注意到三维中谐振子的均分定理（ 1
2
kb2 = 3

2
kBT）意味着 b2 = 3kBT/k，我

们得到：

η =
ζkBT

2kV N

∑
e

πe (22)

将 (22)代入 (16)得到树状网络的归一化粘度：

η̃ =
1

N

∑
e

πe (23)
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对于具有多个相连树状组件的系统，粘度由下式给出：

η̃ =
∑
α

1

Nα

∑
e∈Gα

π(Gα)
e (24)

其中，α索引相连组件，Nα是组件 α的大小，而 π
(Gα)
e 是在该组件内计算得出的。

E. 从其粗粒化表示计算网络的黏度

我们考虑一个由Np条聚合物链组成的连通类树状网络，每条链含有Nm个珠子。该网络的拓扑结构由一个
粗粒化树图 G定义，其中每个节点代表一条聚合物链，边表示链之间的交联。对于 G中的每条边，通过从相连
的聚合物链中随机选择一个珠子形成交联。
总粘度 η̃可从键表示（方程 23）得出：

NpNmη̃ =
∑
e

πe =
∑
ec

πec +
∑
eb

πeb (25)

其中 ec是聚合物之间的交联，而 eb表示每个聚合物链内的主链键。这些贡献将在以下小节中分别计算。
交联贡献
每个交叉链接对应于粗粒化图 G中的一条边 e′c。贡献是：

πec = N2
mπG

e′c
(26)

对所有交叉链接求和得到： ∑
ec

πec =
∑
e′c

N2
mπG

e′c
= N2

m(Npη̃G) (27)

其中 η̃G是根据方程 (23)的 G的黏度。
2. 主链键贡献
为了系统地考虑穿越主链键的路径，我们建立了三个记号的关键元素：首先，索引 s遍历所有聚合物链 (s =

1, 2, . . . , Np)，而 s̄表示不包含在链 s中的所有珠子的补集；其次，指示函数 (ij, eb)等于 1，如果节点 i和 j 之
间的路径穿越键 eb（否则为 0）；第三，节点对被分类成三类：在同一个聚合物 s内的对 (i, j) ∈ s× s，一个节点
在 s内而另一个在外的对 (i, j) ∈ s× s̄，以及两个节点都在 s之外但路径穿越链 s内的键的对 (i, j) ∈ s̄× s̄。
主链键贡献然后自然分解为：∑

eb

πeb =
∑
s

∑
(i,j)∈s×s

eb∈s

(ij, eb) +
∑
s

∑
(i,j)∈s×s̄

eb∈s

(ij, eb) +
∑
s

∑
(i,j)∈s̄×s̄

eb∈s

(ij, eb) (28)

这三个组件将在下面分别进行计算。
s× s组件
这项贡献表示单个聚合物链内的所有路径。对于任何链 s，成对的总和 (i, j)和穿越主链键的路径 eb等价于：∑

(i,j)∈s×s
eb∈s

(ij, eb) =
1

2

∑
i

∑
j

|i− j| = Nmη̃p (29)

其中

η̃p =
1

Nm

∑
i<j

|i− j| = N2
m − 1

6
(30)
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是定义在 (??)中具有 Nm个珠子的孤立线性链的粘度。

将所有 Np链相加得到： ∑
s

∑
(i,j)∈s×s

eb∈s

(ij, eb) = NpNmη̃p (31)

此外，我们将线性链中平均路径长度 d̄定义为任意两个珠子（包括相同珠子对）之间的平均距离：

d̄ =
1

N2
m

∑
i

∑
j

|i− j| (32)

其与粘度的关系由以下公式给出：

d̄ =
2η̃p
Nm

(33)

2.2. s× s̄组件

该组件量化聚合物链 s中的节点与其它聚合物链（s̄）中的节点之间的路径。在 s中有 Nm 个可能的节点，
在其它聚合物链中则有 (Np − 1)Nm个节点，从而产生 N2

m(Np − 1)对这样的节点对。每个穿过 s的路径都有一
个平均路径长度 d̄。将成对的数量乘以这个平均路径并代入方程 (33)得到每条链的贡献：

∑
(i,j)∈s×s̄

eb∈s

(ij, eb) = N2
m(Np − 1)d̄ = 2η̃pNm(Np − 1) (34)

对所有 Np链进行求和得到总贡献：

∑
s

∑
(i,j)∈s×s̄

eb∈s

(ij, eb) = 2η̃pNmNp(Np − 1) (35)

2.3. s̄× s̄组件

该组件负责不同分支之间通过聚合物 s中的 eb键的路径。这些路径穿过平均 d̄个键，位于 s内。

为了计算这个组件，我们定义一个分支尺寸函数 [s, l]如下：对于通过交联连接的相邻聚合物 s和 l，当移除
交联时，[s, l]是包含 s的分支中的聚合物链的数量；否则为 [s, l] = 0。

根据定义，分支大小函数满足：

[s, l] + [l, s] = Np (s 6= l)∑
l

[l, s] = Np − 1
(36)

对于每个相邻的聚合物 l1 6= l2 连接到 s，路径对的数量 (i, j) 由它们各自的分支大小决定。分支 l1 中有
Nm[l1, s]个节点，分支 l2 中有 Nm[l2, s]个节点，从而产生 (Nm[l1, s])(Nm[l2, s])个可能的节点对。使用 d̄作为
(33)在 s内遍历的化学键平均数量，我们得到：∑

s

∑
(i,j)∈s̄×s̄

eb∈s

(ij, eb) = d̄
∑
s

∑
l1<l2

(Nm[l1, s])(Nm[l2, s])

= 2η̃pNm

∑
s

∑
l1<l2

[l1, s][l2, s]

(37)
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我们使用分支大小属性和粘度定义来计算双重求和：∑
s

∑
l1<l2

[l1, s][l2, s] =
∑
s

1

2

∑
l1

∑
l2 6=l1

[l1, s][l2, s]

=
1

2

∑
s

∑
l1

[l1, s]

(∑
l2 6=l1

[l2, s]

)

=
1

2

∑
s

∑
l1

[l1, s]

(∑
l2

[l2, s]− [l1, s]

)

=
1

2

∑
s

∑
l1

[l1, s] ((Np − 1)− (Np − [s, l1])) (using (36))

=
1

2

∑
s

∑
l1

[l1, s] ([s, l1]− 1)

=
1

2

∑
s

∑
l1

[l1, s][s, l1]−
1

2

∑
s

(Np − 1)

=
1

2

∑
s

∑
l1

[l1, s][s, l1]−
Np(Np − 1)

2

= η̃GNp −
Np(Np − 1)

2

(38)

在最后一步，我们使用了粗粒化图 G的粘度公式 (23)。将 (38)代入 (37)得到最终形式：∑
s

∑
(i,j)∈s̄×s̄

eb∈s

(ij, eb) = η̃pNpNm (2η̃G − (Np − 1)) (39)

将 (27)，(31)，(35)，(39)和 (30)代入 (25)中，我们最终得到了从其粗粒化图粘度得出的树状网络的粘度：

η̃ = Npη̃p + (2η̃p +Nm)η̃G

=
Np(N

2
m − 1)

6
+

N2
m + 3Nm − 1

3
η̃G

(40)

粘度增量 ∆η̃ = η̃ −Npη̃p表征了交联超出孤立链时带来的额外粘度。此增量遵循线性关系：

∆η̃ =
N2

m + 3Nm − 1

3
η̃G (41)

由于粘度的可加性，方程 (41)也适用于具有多个组分的树状网络，其中 η̃G 表示整个粗粒化网络图拉普拉
斯矩阵的粘度，这是所有连通组件贡献之和。

F. 次临界区间随机图的黏度

对于一个具有 Np → ∞个节点和平均度数为 c < 1的随机图 G(Np, c)，该图完全由树状连通分量组成。我
们基于以下基础推导出分支大小分布和粘度：[9]。
考虑图中的分支选择过程：随机选择一条边，切断它，并随机选择两个结果分支中的一个。我们将 P (n)定

义为分支大小（节点数量）的概率分布，相应的生成函数为 G(x) =
∑∞

n=1 P (n)xn。
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对于分支选择所选的根节点，剩余度（剩余连接数）表现出如下分布：

P (residual degree = k) =
P (degree = k + 1)(k + 1)∑
k′ P (degree = k′ + 1)(k′ + 1)

=
[e−cck+1/(k + 1)!](k + 1)

c

=
e−cck

k!

(42)

由于随机选取的节点的节点度分布 P (degree = k)为泊松分布，其均值为 c。

因此，生成函数满足编码树状结构的自洽方程：

G(x) = x
∞∑
k=0

P (residual degree = k)[G(x)]k

= xec(G(x)−1)

(43)

此方程表达了分支的概率结构：因子 x表示该分支的根节点，P (k)是该根节点的泊松残余度分布，而 [G(x)]k

代表了连接到根节点的 k 个独立子树。这种递归形式出现是因为任何一个分支都可以被视为一个根节点连接到
了随机数量的概率相同分支，每个分支都由同一个生成函数 G(x)来描述。

应用拉格朗日反演定理求解 x = Gec(1−G)，我们得到：

[xn]G(x) =
1

n
[G−1]

(
Gec(1−G)

)−n (44)

其中 [xn]和 [G−1]表示级数展开中 xn项和 G−1项的系数提取算子。

注意到定义中的 [xn]G(x) = P (n)，方程 (44)给出了分支大小分布：

P (n) =
e−nc(nc)n−1

n!
(45)

随机图的黏度可以通过公式 (24)计算：

η̃G =
Npc

2

∞∑
n1=1

∞∑
n2=1

P (n1)P (n2)
n1n2

n1 + n2

(46)

其中我们利用了总共有 1
2
Npc条边的事实。

将 (45)代入 (46)，我们得到随机图的粘度：

η̃G = Np

∞∑
n1,n2=1

e−c(n1+n2)cn1+n2−1nn1
1 nn2

2

2(n1 + n2)n1!n2!
(47)

如果我们定义一个缩放函数 f(c)为：

f(c) :=
∞∑

n1,n2=1

e−c(n1+n2)cn1+n2−1nn1
1 nn2

2

2(n1 + n2)n1!n2!
(48)

那么我们有：

η̃G = Npf(c) (49)
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G. 随机连接聚合物链的平均场粘度

基于网络黏度的结构关系（方程 40）和随机图黏度（方程 49），我们得到了凝胶转变以下均场交联 Rouse
网络的黏度：

η̃ = Npη̃p +
N2

m + 3Nm − 1

3
Npf(c)

=
Np(N

2
m − 1)

6
+

Np(N
2
m + 3Nm − 1)

6

∞∑
n1,n2=1

e−c(n1+n2)cn1+n2−1nn1
1 nn2

2

(n1 + n2)n1!n2!

(50)

交联引起的粘度增量为：

∆η̃ =
N2

m + 3Nm − 1

3
Npf(c) (51)

H.f(c)的渐近行为

为了计算大小为 N 的簇在 (48)中的粘度贡献，我们定义：

fN (c) =
∑

n1+n2=N
n1,n2≥1

e−cNcN−1nn1
1 nn2

2

2Nn1!n2!
. (52)

在弱交联极限（c � 1）下，标度函数 f(c)主要由最小聚集体尺寸（N = 2与 n1 = n2 = 1）决定：

f(c) ≈ f2(c) =
e−2cc

4
≈ c

4
(53)

这种线性依赖关系 f(c) ∼ c反映了在稀交联区域由于交联导致的黏度增强。

应用斯特林近似 nn/n! ∼ en/
√
2πn到 (52)得到：

fN (c) ≈ e−cNcN−1

2N

N−1∑
n1=1

eN

2π
√
n1n2

=
e(1−c)NcN−1

4πN

N−1∑
n1=1

1√
n1(N − n1)

≈ e(1−c)NcN−1

4πN

∫ 1

0

dx√
x(1− x)

=
e(1−c+ln c)N

4cN

(54)

接近胶凝点（c = 1− ε与 0 < ε � 1），扩展 1− c+ ln c ≈ −ε2/2给出：

fN (c) ≈ e−ε2N/2

4N
(55)

这描述了与 N 成反比关系，并在特征聚集体大小 N∗ ∼ ε−2处具有指数截止。
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使用泰勒展开
∑∞

N=1
xN

N
= − ln(1− x)并结合 x = e−ε2/2，注意到求和从 N = 2开始，总粘度的量级为：

f(c) =
∞∑

N=2

fN (c)

≈
∞∑

N=2

e−ε2N/2

4N

≈ −1

4
ln
(
1− e−ε2/2

)
− e−ε2/2

4

∼ −1

2
ln ε as ε → 0+

(56)

一。总结

我们建立了任意高斯网络中零剪切粘度 η 和平衡均方回转半径 〈R2
g〉 之间的普遍关系：η = Nζ

6V
〈R2

g〉，这
使得可以直接从静态构象统计预测粘度。基于这一基本对应关系，我们推导出凝胶转变以下随机交联聚合物网
络中粘度的精确解析表达式。该理论揭示了粘度增量 ∆η̃ 与粗粒化图粘度之间的线性比例关系，表示为 ∆η̃ =
N2

m+3Nm−1

3
Npf(c)，其中Nm是链的大小，Np是聚合物的数量，c < 1是平均交联度，而 f(c)则是从随机图理论

中推导出的一个分析缩放函数。这为凝胶化前的流变学提供了完整的平均场解。
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