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Abstract: 我们解决了高阶时间导数理论（HTDTs）中长期存在的“幽灵问题”，其中量
化通常会生成具有无界谱或非归一化本征态的区域；这使得理论变得不符合物理。我们提
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似变换恢复归一性。受到伪/准厄米特 PT 对称量子力学技术的启发，我们在两个厄米算
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通过非幺正相似变换实现 HTDT的无鬼量化

1 介绍

更高阶导数理论（HTDTs）有几个吸引人的原因，最主要的是它们是可重整化 [1–6]，
因此为统一引力和量子力学提供了潜在的框架 [7]。然而，它们存在显著的缺陷，这使得它
们至今未能被接受为完全可行的物理理论。在量化这些系统时，不可避免地会遇到至少两
个具有不同行为特征的部分。在一个部分中，本征态是可归一化的，但相应的谱无下界。在
另一个部分中，本征态是非归一化的，然而谱是有界的 [8–11]。因此，这两个部分都具有使
理论在量子力学的标准解释下变得非物理的特征。
针对这些缺陷，已经提出了一些方案，大多数集中在具有正规化本征函数的领域上，因

为这允许进行具体的量子力学计算 [12–16]。特别有前景的方法是基于理论中经典部分的量
化分析，该理论在相空间中拥有明确定义的有限解 [17–21]。在这种方法中，人们寻求保留
动力学但当理论被量化时产生有界谱的替代哈密顿结构 [22–29]。这通常涉及识别隐藏对称
性或利用系统的双哈密顿结构来开发具有更理想性质的等效形式 [30]。
这里，我们提出了一种不同的方案，该方案通过使用非幺正等价映射到具有可归一化

本征态的系统上来理解具有不可归一化本征态和有界谱段的部分。这种情况类似于伪/准厄
米特 PT -对称量子力学 [31–34]的情况。在这种情况下，通常的起点是一个非厄米特哈密
顿算子，它具有定义良好的离散实本征值谱，但相应的波函数内积是不明确的。导致自洽
且明确定义理论的解决方法是非幺正地将非厄米特哈密顿算子映射到一个厄米特算子，并
使用该映射来定义一个新的内积度量，从而使非厄米特系统变得完全有意义。与复数缩放
方法 [15]不同的是，该系统是在实轴上考虑的，而不是旋转到复平面。
我们在此修改这种方法，并通过

ηh0η
−1 = hf , φf = ηφ0, (1.1)

将一个厄米特 HTDT或鬼幽哈密顿量 h0 = h†0 及其本征值方程 h0φ0 = Eφ0 映射到另一个
厄米特哈密顿量 hf = h†f 及其本征值方程 hfφf = Eφf，其中 η是一个非幺正映射。我们特
别关注于 h0解的领域，该领域具有有界实谱，但波函数不可归一化 φ0。显然，由于通过相
似变换相关联，h0和 hf 的谱是相同的。当定义内积为

〈φ′f |φf 〉 = 〈φ′0|ρφ0〉 =: 〈φ′0|φ0〉ρ (1.2)

使用新的度量 ρ = η†η 时，这两个谱等价的理论仍然具有有界实谱，并且在参数空间的一
部分中可能具有可归一化的波函数。只要参数空间的这一部分不为空，基于 Hermitian 哈
密顿量 h0 的 HTDT 或幽灵系统现在是明确定义的，即束缚态谱是有下界的和本征态是可
归一化的。
我们现在通过一个具体的例子来验证这样的系统是可以构建的。

2 从厄米特到非厄米特再到厄米特哈密顿量

2.1 h0特征系统

我们的样本模型是一个幽灵般的二维厄米特哈密顿系统，该系统最近在 [11] 中被完
全量子化。此外，在 [30] 中确立了模型的某些参数空间部分可以映射到原型 HTDT，即
Pais-Uhlenbeck模型 [1]，因此我们的发现直接适用于这类系统。哈密顿量由

h0 = p2x − p2y + ν2x2 +Ωy2 + gxy, ν,Ω, g ∈ R, (2.1)
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通过非幺正相似变换实现 HTDT的无鬼量化

给出，前面的负号表示 py 项表明其幽灵性质。哈密顿量在 PT : px → px,py → py,x →
−x,y → −y和 i→ −i下完全 PT 对称，因此可以使用伪/准厄米特 PT 对称量子力学上下
文中开发的技术 [31–34]。h0 的整个本征系统是在 [11]中为本征值方程 h0φ = Eφ构建的。
能量谱被发现为

E±
Nn = (N + 1)(α− β)± (2− 2n+N)

√
(α+ β)2 − 4γ2, n = 1, . . . ,

⌊
N

2

⌋
, (2.2)

ENN = (1 +N)(α− β), (N + 1 mod 2), (2.3)

其中参数 α, β, γ 来源于波函数的假设，并与模型参数 ν,Ω, g相关，如下所示：

αη
ε =

2ν2 + σε
Ση
ε

, βηε =
2Ω− σε

Ση
ε

, γηε =
−g
Ση
ε
, Ση

ε = 2η
√
ν2 − Ω+ σε, σε = ε

√
g2 − 4ν2Ω,

(2.4)
构成四个不同的理论分支，标记为所有组合的 ε = ±1,η = ±1。特别是，扇区 ε = η = 1对
我们来说很有趣，因为它具有一个下有界的谱，请参见 [11]中的图 2。
本征函数被发现为高斯形式乘以多项式 x, y。可归一化性完全由基态捕捉，其行为传

递给所有激发态。因此，确保基态的可归一化性足以保证所有激发态的可归一化性。在 [11]
中我们识别出这个状态和相应的本征值方程为

φ0(x, y) = c0e
−αx2

2
−βy2

2
+γxy, with h0φ0(x, y) = (α− β)φ0(x, y), (2.5)

以及 c0 表示某个总的归一化常数。结果表明，基于 ε = −1的两个区段具有可归一化的波
函数，但其谱不是下限有界的。反过来，两个 ε = 1区域具有非规范化的波函数，但是当
η = 1时有下界谱，而当 η = −1时有上界谱。具体来说，规范化条件

α > 0, β > 0, αβ − γ2 > 0, (2.6)

只能对两个解满足，即 ε = −1。现在我们将描述如何理解 ε = 1区域。

2.2 从 h0到 H1

我们的目标是找到一个合适的相似变换，如在 (1.1)中所引入的，或者实际上是指相似
变换。我们不期望这些变换是唯一的，原因与伪/拟厄米特 PT -对称量子力学 [35]中的相
同。适合用作算子的候选者为

η0 = exp
(
−δ
2
x2 − λ

2
y2
)
, η1 = exp

(
κ

2
p2x +

ξ

2
p2y

)
, η2 = exp (µpxpy + τxy) , (2.7)

其中包含 δ, λ, κ, ξ, µ, τ ∈ R。我们通过贝克-坎贝尔-豪瑟多夫公式 1 计算它们在规范变量
x, y, px, py 上的伴随作用，这通常被称为物理学文献中的公式，

η0xη
−1
0 = x, η0yη

−1
0 = y, η0pxη

−1
0 = px − iδx, η0pyη

−1
0 = px − iλy, (2.8)

η1pxη
−1
1 = px, η1pyη

−1
1 = py, η1xη

−1
1 = x− iκpx, η1yη

−1
1 = y − iξpy, (2.9)

η2xη
−1
2 = cosh(θ)x− i

µ

θ
sinh(θ)py, η2yη

−1
2 = cosh(θ)y − i

µ

θ
sinh(θ)px, (2.10)

η2pxη
−1
2 = cosh(θ)px + i

τ

θ
sinh(θ)y, η2pyη

−1
2 = cosh(θ)py + i

τ

θ
sinh(θ)x, (2.11)

1参见例如第 5章在 [36]中：对于两个算子 A和 B，我们有

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · ·

2



通过非幺正相似变换实现 HTDT的无鬼量化

与 θ :=
√
µτ。使用这些算子以不同的顺序对 h0进行伴随作用将产生不同类型的哈密顿量。

我们的最终目标是生成一个厄米特的目标哈密顿量。从 η0开始，利用 (2.8)，我们只能通过
相似变换将 h0映射到一个非厄米哈密顿量 2

H1 = η0h0η
−1
0 = p2x−p2y+(ν2−δ2)x2+(Ω+λ2)y2+gxy−iδ(pxx+xpx)+iλ(pyy+xpy). (2.12)

我们注意到 H1 是完全 PT 对称的，尽管它不是一个在 PT 对称量子力学背景下考虑的标
准系统，因为其动能项中的 (+,−)符号表明了它的鬼魅性质。由于 η0不依赖于动量，相应
的本征函数 ψ1可以通过简单的标量乘法

ψ1(x, y) = η0(x, y)φ0(x, y) = c1e
− (α+δ)x2

2
− (β+λ)y2

2
+γxy, (2.13)

得到，其中 c1 是一个归一化常数。调整新可用的参数 δ, λ，在这个参数范围内的波函数已
经可以按照 (1.2) 的意义进行归一化。然而，当将激发态纳入谱中时，由于众所周知的原
因，我们不会得到一个正定的规范直交系统，参见 [31–34]，因为H1是非厄米的。因此，我
们将继续探索其他附加算子的作用。

2.3 从 H1到 H2/h2
继续这样，我们通过使用相似变换并采用 η1

H2 = η1H1η
−1
1 =

ν2

ν2 − δ2
p2x −

Ω

λ2 +Ω
p2y + (ν2 − δ2)x2 + (Ω + λ2)y2 + gxy (2.14)

+
gδλ

(ν2 − δ2)(λ2 +Ω)
pxpy + i

gδ

ν2 − δ2
pxy + i

gλ

λ2 +Ω
pyx,

构造第二个非厄米哈密顿量，在此过程中选择了 ξ = λ/(λ2 +Ω)和 κ = δ/(δ2 − ν2)来消除
与 ipxx和 ipyy 成比例的非厄米项。我们注意到，H2 也是 PT 对称的，并且当 g → 0时，
它变成厄米特的并且仅仅是在某个参数范围内两个谐振子的和。因此，在这种情况下，我
们已经达到了目标并将 h0映射到了另一个厄米特哈密顿量 hf = h2。
因为 η1取决于动量，我们在动量空间中计算它对波函数的作用。注意到在傅里叶空间

中导数变为乘法运算，我们计算

ψ2(x, y) = η1(px, py)ψ1(x, y) = F−1
xy

[
η1(px, py)ψ̂1(px, py)

]
(x, y), (2.15)

其中 ψ̂1(px, py)是 ψ1(x, y)的傅里叶变换，而F−1
xy 表示逆傅里叶变换。执行变换后我们得到

ψ2(x, y) = c2e
− α̂x2

2
− β̂y2

2
+γ̂xy, (2.16)

归一化常数为 c2和

α̂ =

[
(α+ δ)(βλ− Ω)− γ2λ

] (
δ2 − ν2

)
(αδ + ν2) (Ω− βλ) + γ2δλ

, (2.17)

β̂ =

[
(β + λ)

(
αδ + ν2

)
− γ2δ

] (
λ2 +Ω

)
(αδ + ν2) (Ω− βλ) + γ2δλ

, (2.18)

γ̂ = −
γ
(
δ2 − ν2

) (
λ2 +Ω

)
(αδ + ν2) (Ω− βλ) + γ2δλ

. (2.19)

2我们的约定是用 h 表示厄米哈密顿量，用 H 表示非厄米哈密顿量，它们对应的本征函数分别用 φ 和 ψ

表示。
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通过非幺正相似变换实现 HTDT的无鬼量化

我们保留了与推导H2相同的选择用于 ξ和 κ，并验证了特征值方程H2ψ2 = (α−β)φ2
确实成立。对于这些参数选择，正则化条件（2.6）可以在谱有下界的 ε = η = 1情况下得
到满足。在图 1中，(2.6) 中的三个相关量被绘制成当它们全部为正时波函数可归一化。
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2
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(b)

图 1. 正规性条件（2.6）对于参数 α̂,β̂,γ̂ 在 (2.17)-(2.19)中与 δ = 0,ν = 4,Ω = −2和 g = 0在面板
(a)，g = 1在面板 (b)中的情况。实线和虚线分别对应情况 ε = 1、η = 1和 ε = −1、η = 1。

如 δ → 0和 λ → 0，我们有 α̂ → α，β̂ → β 和 γ̂ → γ，从而恢复了原始行为。在此极
限下，波函数对于 ε = −1、η = 1是可归一化的，而对于 ε = 1、η = 1则是不可归一化的，
我们可以在图 1中验证这一点。引入参数 λ后，我们观察到这些特征在区间 |λ| <

√
2内持

续存在。在互补区域 |λ| >
√
2中，行为发生了反转。因此，在这个区域内模型变得定义良

好，拥有一个从下方有界的离散谱，并且每个本征态都与一个可归一化的本征函数相关联。
请注意，在耦合消失的情况下（g = 0），哈密顿量 H2 对应于两个简谐振子的差值当

|λ| <
√
2，而在互补区域则对应于两个简谐振子的和。最后，注意到参数 δ尚未被使用；它

只会扭曲参数区域而不改变定性行为。

2.4 从 H2到 h3

接下来我们研究是否可以通过利用算子 η2作为合适的映射，对于非零耦合常数 g 6= 0，
也能达到厄米特目标哈密顿量。确实，我们计算了厄米特哈密顿量

h3 = η2H2η
−1
2 (2.20)

=
1

2
(b1 + b+2 )p

2
x +

1

2
(b1 − b+2 )p

2
y +

(δ2 − ν2)2

2δ2
[
(b1 + b−2 )x

2 + (b1 − b−2 )y
2
]

(2.21)

+g
δ2

(δ2 − ν2)2
pxpy + gxy,

其中包含

b1 = −δ(δ + λ)

δ2 − ν2
, b±2 =

δλ− ν2

δ2 − ν2

√
1−Θ2 ± 1, Θ :=

gδ2

(δ2 − ν2) (ν2 − δλ)
(2.22)

和约束条件

τ =
δ2 − ν2

2δ
arctanhΘ, µ =

δ

2(δ2 − ν2)
arctanhΘ, Ω =

λ
[
ν2 − δ(δ + λ)

]
δ

, |Θ| < 1.

(2.23)
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尽管这里没有展示细节，值得注意的是，与 h0 相比，变换后的哈密顿量 h3 失去了其鬼魅
性质，并在参数空间中存在正定区域。
关键的是，我们仍然需要识别相应的本征函数并检查它们的可归一化性质。基态显然

是 φ3(x, y) = η2(x, y, px, py)ψ2(x, y)，但由于指数函数的参数 η2 依赖于一组不交换算符的
和，我们必须首先对其进行高斯分解。注意到 η2可以用提升和降低 su(2)-生成元通过满足
[Sz, S±] = ±S±,[S+, S−] = 2Sz 的 S− = pxpy,S+ = xy,Sz = i/2(pxx + ypy)表示，我们使
用因式分解

η2 = eµS−+τS+ = η+ηzη− = eζ+S+eln ζzSzeζ−S− , (2.24)

其中
ζz :=

1

cosh2√µτ
, ζ+ :=

τ
√
µτ

tanh√
µτ, ζ− :=

µ
√
µτ

tanh√
µτ, (2.25)

例如参见 [37]。我们计算每个因子的伴随作用到

η−xη
−1
− = x− iζ−py, η−yη

−1
− = y − iζ−px, η−pxη

−1
− = px, η−pyη

−1
− = py, (2.26)

ηzxη
−1
z = x

√
ζ0, ηzyη

−1
z = y

√
ζ0, ηzpxη

−1
z =

px√
ζ0
, ηzpyη

−1
z =

py√
ζ0
, (2.27)

η+xη
−1
+ = x, η+yη

−1
+ = y, η+pxη

−1
+ = px + iζ+y, η+pyη

−1
+ = py + iζ+x. (2.28)

连续的伴随作用 η−，ηz，η+自然给出与直接计算 η2在 (2.10)和 (2.11)中报告的结果相同。
至关重要的是，我们现在可以逐因子作用于 ψ2(x, y)并使用

α̌ =
α̂ζz
χ
, β̌ =

β̂ζz
χ
, γ̌ =

ζ−(γ̂
2 − α̂β̂) + γ̂

χ
ζz + ζ+, χ = ζ2−

(
γ̂2 − α̂β̂

)
+ 2γ̂ζ− + 1.

(2.29)
计算

φ3(x, y) = eζ+S+eln ζzSzeζ−S−ψ2(x, y) = c3e
− α̌x2

2
− β̌y2

2
+γ̌xy, (2.30)

。此时验证本征值方程 h3φ3 = (α− β)φ3 确实成立是有用的。最后，我们考察是否存在一
个参数区域，在该区域内正则化条件（2.6）对于 α̌、β̌和 γ̌在 ε = η = 1部分得到满足。由
于与这一组方程相关的参数空间非常复杂，我们在这里仅通过展示某些参数选择下存在解
来证明概念。结果如图 2所示。
为了能够使用原模型参数的固定值 ν,Ω, g，我们求解公式 (2.23) 中的第三个约束条件

以得到 δ，即：δ± = [±
√
4λ2ν2 + (λ2 +Ω)2 − λ2 −Ω]/2λ，并分别在图 (a)和 (b)中展示它

们。我们发现 (2.23) 中的最后一个约束条件，|Θ| < 1，确定了两个区域，在这两个区域内
α̌,β̌ 和 γ̌ 保持为实数：R1:|λ| > 2.13322，R2:|λ| < 0.93755，如图 2所示。
关键结果是，对于 δ+ 约束条件，在 R1区域的 ε = η = 1部分满足归一化条件 (2.6)。

相比之下，在 δ−约束条件下不存在这样的解。此外，我们确认系统保持在基态能量 α− β

为实数的区域内。由于上述原因，同样的逻辑也适用于激发态。
总结而言，我们获得了等谱的厄米哈密顿量

h3 = η2η1η0h0η
−1
0 η−1

1 η−1
2 . (2.31)

在 h0的 (1, 1)部分中定义的非规范化的本征态 φ0，相对于希尔伯特空间的标准度量而言是
非规范化的，但在将度量改为 (1.2) 中指定的 ρ = η†0η

†
1η

†
2η2η1η0时变得规范化了。
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图 2. 规范性条件（2.6）对于参数 α̌、β̌和 γ̌在（2.29）中，固定值为 ν = 4、Ω = −2和 g = 3。图
板（a）和（b）分别对应于 δ+ 和 δ− 约束条件。四个区域通过线型区分：实线表示 (ε, η) = (1, 1)，
点线表示 (1,−1)，虚线表示 (−1, 1)，点划线表示 (−1,−1)。

3 结论

我们通过采用基于非幺正相似变换的新方法解决了 HTDT中固有的幽灵问题。与其丢
弃具有不可规范化的本征态但下有界的谱的理论部分（这部分传统上被认为是不物理的），
我们证明可以通过一系列受伪/拟厄米特 PT -对称量子力学启发的相似变换来一致地重新
解释它。
通过将明确构造的非幺正映射应用于与Pais-Uhlenbeck振荡器相关的代表性鬼影HTDT

哈密顿量，我们展示了如何可以系统地将该系统转换为具有可归一化波函数且谱仍下有界
的等效厄米模型。这在未改变理论的物理能谱的同时，保持了整个过程中的PT 对称性。我
们的结果证实了 HTDT中的鬼影问题并非一定是不可逾越的障碍，而是可以通过重新解释
希尔伯特空间和内积的结构来规避。
这一框架为从原本存在问题的 HTDT构建物理上一致的量子模型开辟了新方向，并表

明通过非幺正变换实现无幽灵量化是量子场论工具箱中一个有前景的补充。
在这里，我们建立了一个概念证明，展示了我们的方法在一个代表性模型中的可行性。

自然地，仍然存在许多开放性问题，需要在未来的研究中解决以完全揭示变换系统的数学
和物理性质。正如在 PT 对称量子力学中一样，唯一性的问题依然存在：不同的相似变换
可以导致不同的最终哈密顿量 hf。然而，这种模糊可以通过除了能量 [35]之外选择第二个
可观测量来解决。类似的思路可以用于场论系统的扩展。我们相信这种方法广泛适用于一
大类 HTDTs，如果不是所有的话。

致谢 : BT 得到了伦敦大学圣乔治学院的市级研究基金的支持。TT 感谢 K2-Spring 提供
了进行此项研究所必需的资源。
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