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各向异性诱导的二维材料磁场所产生的磁场生成
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我们研究了二维材料中由于费米表面各向异性而引起的电磁不稳定性，利用了一个考虑温度值、化
学势和各向异性比的影响以及线性和二次低能带结构的动理论模型。这些模式的增长率随波数在直线
性区域导出，并描述了它们与系统中的稳定电磁波对比下的约束情况。通过完全动力学和非线性的模
拟展示了有结构的垂直磁场的生成及其饱和行为。

I. 介绍

近年来，二维材料已被证明是理论物理、实验物理和
工程学中一个非常活跃的研究领域，由于它们能够实现新
颖的光学、电子和机械特性 [1]，因此具有众多应用。这些
材料的特点是电荷载流子的波函数被限制在平面内。除此
之外，高浓度导体以及这种几何结构对它们之间库仑相互
作用的修改，导致了一系列有趣的物理现象。

在流体力学精神的指引下，石墨烯场效应晶体管
（GFETs）已被提出作为激发等离子波 [2] 的平台，这些
等离子波可用于生成和检测太赫兹波 [3, 4]，构成了一种
填补太赫兹空白的候选方案，在传感 [5]、医学成像 [6]等
领域具有重要应用。此外，非线性 [7]和手性波 [8]已被理
论化，在涉及磁畴边界的设置中具有潜在的通信应用 [9]。

单层和双层石墨烯分别是线性能带和二次能带二维
材料的代表性示例，然而，在这里忽略了材料能带的确切
性质。我们假设仅知道费米能量附近的电子行为，并专注
于这种行为为线性或二次的材料，因为这两种情况涵盖了
大量二维导电材料，而能带的具体系数 vF 或m将在分析
工作中作为变量保留，并在模拟中进行无量纲化处理，以
便尽可能保持分析的一般性。

等离子体学领域在这些系统中主要关注横向磁波
(TM)，因为已经证明横向电波 (TE)不被支持，除了由于
带间跃迁导致的狭窄频率范围 [10]。尽管如此，本文专注
于二维材料中因各向异性能带结构而产生的 TE 不稳定
现象，这种不稳定现象因其非振荡特性得以存在。研究表
明该不稳定现象会生成可调出平面磁场，可通过改变诸如
栅极化学势等参数来调节。

尽管这些系统的平衡、弹道 [11]和流体动力学 [12]状
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态已被广泛研究，但这里提出并使用了一个量子动力学模
型，以便进行超出线性范围的分析，在这个范围内，局部
平衡的假设是无法证明的。

II. 动力学模型

为了在不求助于流体动力学模型中固有的局部平衡
假设的情况下建模这些系统中的载流子动态，使用了基于
威格纳函数

W (r,p) =
1

(2πh̄)d

∫
〈r − s/2| ρ̂ |r + s/2〉 eip·s/h̄ds,

(1a)
的量子动力学描述，其中 ρ̂是密度算符。从这个算子的定
义和时间演化方程出发，并使用上述定义的Wigner变换，
这个准概率分布的时间演化可以写为 [13]，

∂W

∂t
= {{H,W}}

:=
2

h̄
W (r,p, t) sin

(
h̄

←−
∇p ·

−→
∇r −

←−
∇r ·

−→
∇p

2

)
H(r,p).(2)

该方程的经典极限是 Liouville 方程，在忽略关联后，
BBGKY层级截断后得到单粒子 Vlasov方程，

∂tf(r,p, t) + v ·∇rf(r,p, t) +F ·∇pf(r,p, t) = 0, (3)

其中 v = ∇pE(p)是微观粒子速度，依赖于由 E(p)定义
的能带，而 F 是洛伦兹力。

III. 数值实现

建立了支配系统时演化的行为的运动方程后，进行非
线性数值模拟以超越可解析获得的结果是有意义的。为
此，开发了这种偏微分方程（PDE）的离散化以及一个
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用于其数值求解的算法。这些努力导致了一个名为绿嘲鸟
（QUantum Electrodynamic bolTZmann ALgorithm）的
模拟代码的创建。

该算法由一个有限体积方案组成，作用于相空间笛卡
尔网格上。通量通过单峰上游方案估算，基于单元值的分
段线性重构结合单峰中心通量限制器，得到二阶精度的通
量。时间演化采用二阶精度的 Runge-Kutta 总变差减小
（TVD）方法。

另一方面，场通过相同的TVD龙格-库塔方法随时间
演化，它们的时间导数通过谱方法估算，计算当前密度与
核的必要卷积，该卷积将通过快速傅里叶变换 (FFT) 算
法推导得出。

IV. 修改后的麦克斯韦系统

电磁场由时变的麦克斯韦方程组控制，然而，系统中
的二维几何结构，电荷被限制在材料平面内，改变了它们
的演化。为了在这种几何结构下计算控制方程，沿平面轴
（x̂和 ŷ）对场进行傅里叶变换，并解出材料平面上下方介
质中波的形式，这些波表现为入射波和出射波，可以是任
意极化形式，每个区域总共得到 4个未知常数。

然后，通过在平面 (z = 0) 上施加边界条件来设定未
知常数，

Ex,y(z = 0+) = Ex,y(z = 0−), (4a)

Bx(z = 0+)−Bx(z = 0−) = µJy(q),

By(z = 0+)−By(z = 0−) = −µJx(q),
(4b)

对应于电场的连续性和由于电流密度 J3D(x, y, z) =

J(x, y)δ(z)引起的磁场不连续性的条件，以及假设不存在
来自 z −→ ±∞的入射波。这一过程导致了由下列方程组
给出的结果：

∂tEx = −iqyBz − κz
Jx
2
, (5a)

∂tEy = iqxBz − κz
Jy
2
, (5b)

∂tBz = −iqyEx + iqxEy, (5c)

其中 κz =
√
q2 − ω2/c2 是沿 ẑ方向场衰减率。

计算色散关系或增长率的一般过程包括对 Vlasov方
程（公式 3）进行傅里叶变换，并围绕适当的平衡状态 f0

进行线性化。这一过程导致了第一次扰动

f̃1 = i
F̃1

ω − v · q
·∇pf0(p). (6)

。我们在这里假设材料中没有驱动永久的零级电流，因此
电流是由对分布函数的这个扰动进行积分给出的。
利用这一结果，我们通过将此结果代入方程组 5中，

在 ẑ 方向上沿磁场极化并限制在材料内的面内电场的电
磁模式进行搜索。这导致了如下本征方程

1 =
1

κz

ωe2

2c2ε

[
q

ω

∫
v2y

ω − vxq

∂f0
∂px

d2p

+

∫
vy

1− vx
q
ω

ω − vxq

∂f0
∂py

d2p

]
.

(7)

在费米-狄拉克分布平衡且能带为二次型的情况下，得到
的色散关系是

ω2 = c2q2 − geκzζ Z2DFD
1 (ζ), (8)

其中 ge = e2ne

2εm ,ne 表示电子密度，ζ = ω/(qvth.) 和
Z2DFD
1 (ζ) 分别是二维和费米统计学中的经典等离子体色
散函数的类似物。这由积分给出

ZFD
n (ζ) = −e−α

√
π

∫
1

s− ζ
Lin− 1

2
(−e−s2+α)ds, (9)

通过适当的幂级数展开，可以写成级数的形式

ZFD
n (ζ) =

e−α

√
πζ

∞∑
l=0

1

ζ2l
Γ(l+

1

2
)Lil+n(−eα)+P.C., (10a)

ZFD
n =

∞∑
k=1

(−1)k−1
√
πe−α

Γ(k + 1
2 )

Lin−k(−eα)ζ2k−1 + P.C.,

(10b)
其中 P.C. 是极点对积分的贡献所给定的虚部，在大波长
和短波长近似中分别通过对截断是有用的。
等 离 子 体 色 散 函 数 具 有 负 实 部 ，考 虑 到

κz =
√
q2 − ω2/c2 是沿着与材料垂直方向电磁场的

衰减率，我们可以看出这个量得到一个虚数值。因此，在
这种模型下，这类波不会被限制在二维材料中，并且沿 ẑ

方向传播。

V. 各向异性不稳定性

在本节中，我们的目标是举例说明一种电磁不稳定
性，即众所周知的魏布尔不稳定性 [14, 15] 的二维版本，
考虑了电荷载流子的线性和二次能带结构。
这种不稳定性源于动量空间中的各向异性，通常在经

典等离子体中表现为沿每个笛卡尔方向粒子热速度的各
向异性，引入了依赖于轴的温度到平衡分布函数。然而，
在固态等离子体中，实现电荷载体的这种各向异性可能非
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常困难。此外，由于其高度密集的性质，碰撞的存在及其
对分布函数向平衡状态的松弛使得维持这样的各向异性
变得不太可能。最后，值得注意的是，在这些系统中的电荷
载流子通常是非常冷的，具有一个比值 µ/T � 1，使得温
度各向异性对这些粒子的整体速度分布影响不大。因此，
实现这一效应更为可行的方法是通过化学势的各向异性，
即各向异性的费米表面，在如三层石墨烯等材料中就体现
了这一点，其具有三角形的费米面 [16]，以及其他 [17–19]
材料，由于它们依赖于角度的能带结构。

我们考虑一个简单的平衡分布函数模型，即具有椭圆
形费米面的模型，

f0 =

[
1 + exp

(
p2x

2mT
+

µx

µy

p2y
2mT

− µx

T

)]−1

, (11)

对于二次色带和

f0 =

[
1 + exp

(
vF
T

√
p2x +

µ2
x

µ2
y

p2y −
µx

µy

)]−1

. (12)

对于线性色带。

首先考虑二次带情况，我们使用方程 7，因为这个结
果对于分布函数是通用的，仅假设其沿 ŷ对称。这导致了
隐式色散关系

ω2 = c2q2 + geκz

[
ne

n0
− µy

µx

(
ne

n0
+ ζ ZFD

1 (ζ)

)]
, (13)

，其中 ω作为衰减系数 κz =
√
q2 − ω2/c2和 ζ = ω

qvth.
的

一部分出现在右端。由于我们期望有限波数的相对较低的
增长率，这一假设需要通过数值解来确认，等离子体色散
函数用其围绕 ζ = 0 的级数近似，并为了数值目的截断
为前五项。数值求解该方程得到图 1 左面板所示的色散
关系。

如所见，该模式的频率实部为零，因此它代表了一个
纯增长的驻波。通过将值ω = 0代入公式 13中，可以找到
导致增长模式的波数范围，在零和 qcrit = e2ne

2mεc2 (
µy

µx
− 1)

之间，并且在这个区域中间附近有一个最大的增长率。由
于波动的横向性质以及粒子相对于波矢量的运动，进行了
一个位置轴和两个动量轴的模拟，在不稳定性线性阶段的
表现与理论结果吻合良好，在较高波数处有所偏差，此时
近似 ζ � 1的效果最差。

考虑现在线性带的情况，转换到极坐标系是有用的，
利用在这种系统中粒子速度与动量的绝对值无关这一事
实。在这种情况下，我们选择椭圆坐标系，这样既能利用
速度仅依赖于角坐标的特性，又能使分布函数只依赖于径

向坐标，定义为

σ =
vF
T

√
p2x +

µ2
x

µ2
y

p2y

θ = arctan
(
µx

µy

py
px

)
.

(14)

对 7 的第一个积分的被积函数进行级数展开，围绕值
ω/(qvF ) = 0，在短波长极限下使用二次带情况的方法。
保留这个展开式的前两项后，色散关系采取近似形式

ω2 = c2q2 +
e2nev

2
F

2εT
κz

Li1(−eα)
Li2(−eα)

[
2E0(γ)

−γ2

(
2E0(γ)± i

ω

qvF

)]
,

(15)

其中 Lin是多对数函数，γ = µy/µx是各向异性比率。此
隐式关系对于 ω类似于二次带情况，其在各向异性参数 γ

上的依赖性更为复杂，并通过椭圆函数编码，

E0(γ) =
E
(

arccsc
(

γ√
γ2−1

)
; γ2

γ2−1

)
π
√
γ2 − 1

, (16)

其中E(φ|k2) =
∫ φ

0

√
1− k2 sin2 θdθ是第二类不完全椭圆

积分，由于平衡分布函数的不可分离性，但因为如上所述
速度独立于动量的绝对值而缺乏等离子体色散函数。此增
长率绘制在图 1的右面板中。
我们可以得出结论，其行为类似于已研究的情况，具

有零实频率，并且在 q = 0和 qcrit 之间存在不稳定模式
带，具有

qcrit =
e2nev

2
F

c2εT

Li1(−eα)
Li2(−eα)

E0(γ)(γ
2 − 1). (17)

与二次情况类似的模拟显示出，在给定条件下的不稳定性
增长率的整体值方面有很好的一致性，但在波数轴上有一
些偏差，因为在这种情况下我们只有一个关于 ζ 的一阶
近似。
由于 ω 的纯虚数值，沿 ẑ 的衰减系数由 κz =√

q2 + γ2/c2给出，这是一个实数值，因此表明，与之前
研究的波不同，这些不稳定模式在二维材料中得到支持并
被限制。

A. 非线性模拟

为了研究这种不稳定的饱和阶段，在四维相空间中进
行了一系列模拟，采用了线性和二次色散关系来处理电荷
载体。在线性情况下，垂直于平面（ẑ）的磁场结果见图
2。
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图 1: 二维Weibel不稳定性增长率作为波数 q的函数，对于化
学势各向异性分别为 µy/µx = 3和 5的二次（左）和线性（右）
带材料，以及具有形状参数 α = µx/T = 10的费米-狄拉克分
布。模拟结果用蓝色表示。

图 2: 横向（垂直于平面）磁场在二维Weibel不稳定性二次色
散荷载载体的 t = 150

√
εm

e2n
3
2
0

（左）和 t = 300
√

εm

e2n
3
2
0

处。温

度为 T = 0.01，化学势 µx = 0.5和各向异性参数为 γ = 5

如所见，沿着化学势最小方向形成的特征磁场带按预
期出现。然而，在任何情况下，当达到非线性阶段时，这
些结构会发生湍流破坏，从而转变为低幅度的无序磁场分
布。

这一阶段伴随着二次不稳定现象，在这种现象中，电
荷沿着波矢流动，并形成空间依赖的电子密度，这与线性
区域中波动的横向性质相反。目前，生成稳定磁畴的方法
尚未被发现。

VI. 结论

一种二维横向电各向异性不稳定性动力学理论被提
出，在低能线性和二次带隙附近的电荷中性材料中。我们
展示了这些模式的存在、增长和限制，这与已知的 TE波
结果不同，表明与经典的三维情况不同，增长率在 q = 0

处降至零，并推导出了定义不稳定区域的最大临界波数。
理论预测通过数值方法得到了证实，非线性模拟显示了磁
畴的形成及其饱和行为，涉及电荷载流子的纵向运动和相
干丝状结构的破坏。这些发现开启了自发生成稳定磁畴的
可能性，可以通过材料特性和外部施加的条件进行调节。
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