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粗分离的粗 PD(n)空间

Harsh Patil

摘要

我们证明了如果一个粗糙的 PD(n) 度量空间 X 的子空间 A 将其粗分
离，则其渐进维数必须至少为 n− 1。

1 介绍

拓扑空间 X 的子空间 A被称为分离 X，如果补集 X − A由多于一个
连通分支组成。经典的 Jordan曲线定理指出，每一条简单闭合曲线都会将
欧几里得平面分开，并且其补集由两个连通分支组成。在度量空间的粗糙
范畴中的类似概念是粗糙分离。非正式地说，度量空间中的一个子空间 A

被称为粗略地分离了 X，如果存在两个不相交的集合 B1 和 B2，使得既不
是 B1也不是 B2包含在 A的有限邻域内，并且对于每一个 R > 0存在一个
R′ > 0，使得任意两个距离为 R的点 x1 ∈ B1 和 x2 ∈ B2 总是包含在 A的
R′ 邻域内。最近，[2]的作者证明了对于包括非紧型对称空间、树的水平乘
积和 Bourdon的双曲建筑在内的各种空间分离子集的一些必要条件。在他
的近期预印本 [6]中，Tselekidis提出了以下猜想：

Rn不能通过渐进维度严格小于 n− 1的子空间分离。

我们给出这个猜想的解，并证明它对于更广泛的粗略 PD(n)空间成立：

定理 1.1. 设X 是一个粗糙 PD(n)空间，并设 A是X 的一个子空间，使得
A分离 X。然后，A的渐进维数必须至少为 n− 1。

粗略 PD(n)空间的概念最初由 Kapovich和 Kleiner[4]引入，作为度量
单纯复形，其大规模几何性质类似于紧流形的万有覆盖。Banerjee和Okun[1]
用粗略上同调的语言重新表述了这一概念，并在度量空间的粗略范畴中给
出了更一般的定义。
证明定理 1.1所使用的主要工具是由 Okun 和 Banerjee 在 [1]中证明的

Alexander 对偶的一个粗略类似物。
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我们得到以下推论作为直接结果

推论 1.2. 令 G为一个 PD(n)群，使得 G沿着子群 C 分裂。那么，C 的渐
进维数至少为 n− 1。

2 预备知识

2.1 粗糙分离

我们回顾一下子空间粗略分离度量空间的含义。

定义 2.1 (粗糙分离). 令 X 为一个度量空间和 A ⊂ X。子集 C ⊂ X 是 A

的粗糙补分量，如果对于任意的 R > 0都存在一个 R′ > 0使得 NR(C) ∩
NR(X−C) ⊂ NR′(A)。C是A的一个浅层粗糙补分量，如果存在某个 r > 0

使得 C ⊂ Nr(A)。否则它是深度。我们说，如果 C 和X −C 都是X −A的
深层粗糙互补成分，则 C 关于 A导致一个深度分离。令 A ⊂ X。我们将说
如果存在关于 A的 X 的深层次分离，则 A 粗略地分离 X 。

2.2 粗略同调

设 X 是一个度量空间，令 X(n) 表示 n重笛卡尔积 X。一个 n链是一
个形式和 α =

∑
σ∈X(n+1)

aσσ，aσ ∈ Z。支持的 α定义为所有系数非零的单纯

形 σ 的集合 supp(α) = {σ|aσ 6= 0}。令 CXn(X)表示满足以下两个性质的
n-链集合：

1. 对于 X 的任何有界子集 B，只有有限多个单纯形 σ 满足 aσ 6= 0和 σ

的所有顶点都在 B 中。

2. 存在一个常数 C > 0，使得对于任何 σ = (x0, x1, . . . , xn) 我们有，
sup {d(xi, xj)}i,j < C

存在一个自然边界映射 ∂ : CXn(X) → CXn−1(X)，它在 X(n+1) 上由以下
定义，

∂(x0, . . . , xn) :=
n∑

i=0

(−1)i(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

并在线性扩展到整个 CX∗(X)。链复形 (CX∗(X), ∂)的同调在第 n项被称为
X 的粗黎曼同调，并记为 HXn(X)。
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我们不直接使用补集的粗上同调。我们将使用的关于补集的粗上同调
的唯一事实是以下命题 2.2和定理 2.3。对于补集的粗上同调的原始定义，我
们请读者参考 [1]。

命题 2.2. [1, Lemma 5.6] HX1(X −A)是非平凡的，如果A粗糙地分离X。

2.3 粗略 PD(n)空间

我们不直接使用粗 PD(n)空间的定义。我们避免给出粗 PD(n)空间的
定义。我们请感兴趣的读者参考 [1]。唯一用到的关于粗略 PD(n)空间的事
实是 Banerjee-Okun的定理：

定理 2.3. [1, Theorem 1.1] 如果X 是一个粗略的 PD(n)空间，那么对于任
意 A ⊂ X，则

HXk(X −A) ∼= HXn−k(A).

2.4 群的直接系统和链复形

我们回顾群的直接系统及其直接极限的定义。

定义 2.4 (群的直接系统). 令 {Ai}i∈N表示一组群序列，并且令 {f i,j}i≤j 表
示一组映射，使得

1. f i,j 是从 Ai到 Aj 的同态，对于所有的 i ≤ j，

2. f i,i 是所有 i的恒等映射，并且

3. 对所有 i ≤ j ≤ k,f i,k = f j,k ◦ f i,j 成立。

那么，对偶 〈Ai, f
i,j〉被称为群的直接系统。

定义 2.5 (群的直极限). 令 〈Ai, f
i,j〉表示一个群的直接系统。然后，〈Ai, f

i,j〉
的直接极限，记作 lim−→i

Ai = (A, (φi)i)，是一个群A，连同一组同态 φi : Ai →
A，使得：

1. φj = φi ◦ f i,j 对所有 i ≤ j，

2. 对于满足对于所有 i ≤ j 均有 ψj = ψi ◦ f i,j 的任意其他群 B 和同
态 ψi : Ai → B，存在唯一的同态 u : A → B 使得对于所有 i 均有
ψi = u ◦ φi。
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同态 {φi}被称为与直接极限相关的典范同态。

直接极限总是在由阿贝尔群构成的直接系统中存在，并且在同构意义
上是唯一的。我们回顾一个由阿贝尔群构成的有向系统的直接极限的标准
构造。
令 〈Ai, f

i,j〉表示一个由阿贝尔群构成的直接系统。设G =
⊕
Ai。令N

是由集合
⋃

i{x− f i,j(x)|x ∈ Ai, j ≥ i}生成的 G的子群。定义 A := G/N。
令 φi : Ai → A表示通过将典范包含 q : Ai → G与商映射 G → G/N 复合
而得到的映射。那么，配对 (A,φi)是系统 〈Ai, f

i,j〉的直接极限。

引理 2.6. 设 〈Ai, f
i,j〉是一个阿贝尔群的直系，并设 (A,φi)表示它的直接

极限。令 g1, . . . , gk 是
⊕

iAi的有限多个元素，使得对于每个 1 ≤ i ≤ k，gi
属于 Ami

对某个 mi 而言。令 g = g1 + g2 + · · · + gk ∈
⊕

iAi。g 在商空间
G → A下映射到平凡元素，当且仅当存在M 使得对于所有 1 ≤ i ≤ k 和∑k

i=1 f
mi,M (gi) = 0都有M > mi。

证明. 命题的“如果”部分是直接明了的。确实，如果存在这样的M，那么
q(g) = (g1 − fm1,N (g1)) + · · ·+ (gk − fmk,N (gk)) ∈ N。
对于逆命题，我们证明该命题对N 中的所有元素都成立。任意一个元素

g ∈ N 都是一个有限个形式为 x−f i,j(x)的元素之和，g = (x1−f i1,j1(x1))+

· · ·+ (xt − f it,jt(xt))。令M > ip, jp对所有 1 ≤ p ≤ t成立。然后，∑
f i1,M (x1)− f j1,M (f i1,j1(x1)) + · · ·+ f it,M (xt)− f jt,M (f it,jt(xt))

=
∑

f i1,M (x1)− f i1,M (x1) + · · ·+ f it,M (xt)− f it,M (xt)

= 0.

我们还回忆链复形的直系统及其直极限的定义。

定义 2.7 (链复形的直接系统). 令 (Ai
∗)i为链复合体的序列，并且令 (f i,j)i≤j

为一组映射，使得

1. f i,j 是从 Ai
∗到 Aj

∗的链映射对于所有 i ≤ j，

2. f i,i 是所有 i的恒等映射，且

3. 对所有 i ≤ j ≤ k,f i,k = f j,k ◦ f i,j 成立。
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那么，序列 (Ai
∗)i 与 {f i,j} 一起称为构成链复合体的直系系统。它表示为

〈Ai
∗, f

i,j〉。

给定一个链映射 f : A∗ → B∗，令 fk 表示其限制到第 k 个链群 fk :

Ak → Bk。给定一个链复形的直系系统 〈(Ai
∗), f

i,j〉，对于每个 k，取第 k

个链群 {Ai
k}i 及其上的 fk

i,j 形成一个 Abel 群的直系系统 〈(Ai
k)i, f

i,j
k 〉。令

Ak := lim−→i
Ai

k。令 ∂ : Ak → Ak−1 表示由边界算子 ∂i : Ai
k → Ai

k−1 在个体
Ai上诱导出的自然边界映射。对 ∂的更精确描述如下：令 φi : A

i
k−1 → Ak−1

表示从Ai
k到Ak的典型同态。然后，mi := ∂i◦φi : Ai

k → Ak−1给出了一组满
足mi = mj ◦ f i,j 的映射。存在唯一的态射 ∂ : Ak → Ak−1使得 ∂ ◦ψi = φi。
这样，我们得到了一个链复形 (A∗, ∂)，我们称之为系统 〈Ai

∗, f
i,j〉的直极限。

令 Hk(A
i
∗) 表示链复形 Ai

∗ 的 k 阶同调群。令 Hk(f
i,j) : Hk(A

i
∗) →

Hk(A
j
∗)表示由 f i,j 在相应的同调群上诱导出的映射。群的集合 Hk(A

i
∗)连

同同态 Hk(f
i,j)构成了一个群的直接系统。以下定理说明了该系统的直接

极限 〈Hk(A
i
k),Hk(f

i,j)〉与 Hk(A∗)同构。

定理 2.8. 令 〈(Ai
∗), f

i,j〉表示链复形的直系系统，并令 (A∗, ∂)表示其直接
极限。那么，

Hk(A∗) ∼= lim−→
i

Hk(A
i
∗).

2.5 反 Čech系统

设 X 是一个度量空间。覆盖 X 的一组均匀有界子集 U 称为良好覆盖，
如果它是局部有限的，即对于每个 x ∈ X，集合 {U ∈ U|x ∈ U}是有限的。
一个覆盖 V 被称为另一个覆盖 V 的细化，如果每一个元素 V ∈ V 包含在某
个元素 U ∈ U 中。

定义 2.9 (反 Čech 系统). 一个勒贝格数对于度量空间的覆盖 U 是一个数
r > 0，使得任何直径为 r的集合都包含在该覆盖的一些成员中。如果每个
x ∈ X 都包含在至多 k 个 U 元素中，那么我们说 U 的重数至多为 k。我们
回顾渐进维数的定义。

定义 2.10. 设 X 是一个度量空间。我们说渐进维数为 asdim(X) ≤ n如果
满足以下条件：

对于每一个 λ > 0，存在一个由勒贝格数大于 λ且重数至多为 n+ 1的均匀
有界集构成的 X 的覆盖 U。
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我们说 asdim(X) = k如果上述条件对于 n = k成立，但对于 n = k − 1不
成立。

一个度量空间X 的良好覆盖序列 {Ui}。我们将说它们形成一个反 Čech
系统，如果存在实数序列 Rn → ∞，使得对于所有的 n，

1. 每个集合 U 在 Un中的直径小于或等于 Rn。

2. 封盖 Un+1的勒贝格数大于 Rn。

上述定义中的两个条件意味着对于每个 i < j，Ui是 Uj 的细化。

推论 2.11. 设 X 是一个度量空间，使得 asdim(X) = k。则 X 存在一个反
Čech系统 {Ui}，使得每个覆盖 Ui的多重性至多为 k + 1。

证明. 我们归纳构造一个具有所需性质的覆盖序列 {Ui}。令 R0 = 1，并设
U1 是多重性至多为 k + 1的一致有界覆盖，使得 U1 的勒贝格数至少为 R0。
令R1 = sup{diam(U)|U ∈ U1}。令 U2是一个均匀有界的覆盖，其重数最多
为 k+1，且勒贝格数至少为 R1。通过归纳法可以得到一组覆盖 {Ui}，使得
每个 Ui 的重数最多为 k + 1，并且存在一个趋于无穷大的实数序列 Rn，对
于每一个 i，Ui 中的每个集合直径小于或等于 Ri，且覆盖 Ui+1 的勒贝格数
大于或等于 Ri。

定义 2.12 (覆盖的神经丛). 令X 是一个度量空间，U 是由一致有界集覆盖
X 的。U 的神经，记为 N(U)，定义如下：

1. 零骨架 N(U)(0)是 U。

2. 若一个 (n + 1)元组 (U0, U1, . . . , Un)构成一个 n单纯形，当且仅当交
集 U0 ∩ U1 · · · ∩ Un非空。

我们还回顾了单纯复形 X 的局部有限同调 H lf
n (X)的定义。设 X 是一

个单纯复形，并且令 Clf
n (X)表示由所有形式和 α =

∑
σ∈X(n)

aσσ,aσ ∈ Z组成

的阿贝尔群，使得每个 β ∈ X(n−1)，β 的星集与 stX(β)和 α的支撑集之间
的交集是有限的。请注意，如果X是局部有限的，则此条件会自动满足。然
后，Clf

∗ (X)是一个链复形，其中边界映射 ∂ : Clf
n (X) → Clf

n−1(X)按照以下
表达式在单个单纯形上定义：

∂[x0, . . . , xn] :=
n∑

i=0

(−1)i[x0, . . . , x̂i, . . . , xn]
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并在线性扩展到所有 Clf
n (X)上。n-阶同调群的 C∗被称为 X 的局部有限同

调，并记为 H lf
n (X)。

命题 2.13. 令 X 是一个度量空间，并且 {Ui}和 {Vi}是 X 的任意两个反
Čech系统。令 {N(Ui)}和 {N(Vi)}是对应的局部有限单纯复形的直接系统。
然后，

lim−→
i

H lf
k (N(Ui)) ∼= lim−→

i

H lf
k (N(Vi)).

证明. 证明分为两部分。首先，我们表明该陈述对任何反 Čech系统 {Ui}及
其子序列 {Uj(i)}都成立。在第二部分中，我们表明给定任意两个反 Čech系
统 {Ui}和 {Vi}，可以构造一个反 Čech系统 {Wi}，使其包含 {Ui}的子序列
和 {Vi}的子序列。这实际上表明了 lim−→i

H lf
k (N(Ui)) 和 lim−→i

H lf
k (N(Ui)) 都

与 lim−→i
H lf

k (N(Wi)) 同构，因此它们彼此同构。
设 {Ui} 是一个反 Čech系统，并设 {Uj(i)} 是它的一个子序列。然后，

存在一个自然的包含映射 i :
⊕

j H
lf
k (N(Uj(i))) ↪→

⊕
iH

lf
k (N(Ui))。令 N1

表示子群 〈
⋃

i{x − p
j(k)
j(i) (x)|x ∈ H lf

k (N(Uj(i))), i < k}〉，并令 N2 表示子群
〈
⋃

i{x− pki (x)|x ∈ H lf
k (N(Ui)), i < k}〉。N1自然是一个子群 N2。因此，我

们得到一个同态 q :
⊕

j H
lf
k (N(Uj(i)))/N1 →

⊕
iH

lf
k (N(Ui))/N2。我们声称

q是一个同构。
q是满射：

⊕
iH

lf
k (N(Ui))/N2由形式为

⊕
αi的元素生成，使得 α的所

有分量 αi都是平凡的，除了一个。设 α =
⊕
αi是一个元素，使得 αk = x和

αi = 0对于 i 6= k成立。设m是子序列 j(i)中的一个元素，使得m ≥ k。考
虑元素 β =

⊕
j(i) βj(i) ∈

⊕
j(i)H

lf
k (N(Uj(i)))/N1，使得对于所有 j(i) 6= m

均有 βm = pmk (x)和 βj(i) = 0。然后，q(β) = α。
q 是单射：设 g ∈ ker(q)。设

⊕
i gj(i) ∈

⊕
iH

lf
k (N(Uj(i))) 是 g 的一

个代表。根据定义，存在有限多个指标 m1, . . . ,mk，使得 gj(i) 6= 0当且仅
当 j(i) ∈ {m1 . . . ,mk}。由于 q(g) = 0，根据引理 2.6的“仅当”部分，存
在一个 M 使得对于所有的 j(i) ∈ {m1 . . . ,mk} 和

∑k
i=1 p

M
j(i)(gj(i)) = 0 均

有 M > j(i)。令 M ′ 为子序列 j(i)中的一个元素，使得 M ′ > M。然后，∑k
i=1 p

M ′

j(i)(gj(i)) =
∑k

i=1 p
M ′

M ◦ pMj(i)(gj(i)) = pM
′

M (
∑k

i=1 p
M
j(i)(gj(i))) = 0。利用

引理 2.6的“如果”部分，我们有 g = 0。
给定两个反 Čech系统 {Ui}和 {Vi}，我们构造一个反 Čech系统 {Wi}，

使得 {Wi}包含 {Ui}的一个子序列和 {Vi}的一个子序列。令W1 = U1和令
λ1 = supW∈W1

diam(W )。对于某个指标 i，覆盖 Vi 的勒贝格数将大于或等
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于 λ1，并令 j 是这样的最小指标。然后我们定义 Vj 为序列中的下一个项，
W2 = Vj。通过归纳法，假设我们已经构造了前N 个元素W1, . . . ,WN 的序
列。设 λN = supW∈WN

diam(W )。如果 N 是偶数，我们定义WN+1 为 Vi，
其中 i是使得覆盖 Vi 的勒贝格数大于 λN 的最小指标。如果 N 是奇数，我
们定义WN+1为 Ui，其中 i是使得覆盖 Ui的勒贝格数大于 λN 的最小指标。
序列Wi 在元素 {Ui}和 {Vi}之间交替。这是通过构造得到的一个反 Čech
系统。这完成了证明。

3 定理 1.1的证明

在本节中，我们给出定理 1.1的证明。我们首先证明定理 3.1，该定理允
许我们使用反 Čech系统计算空间的粗同调。
以下定理可以在 S.M. Hair 的博士论文 [3]中找到，尽管没有给出证明。

它也在 [5]中被陈述，在那里它被视为粗同调的定义，而不是一个定理。为
了完整起见，我们在这里提供一个证明。

定理 3.1. 设 X 是一个度量空间，{Ui}是 X 的反 Čech系统。则存在同构

HXk(X) ∼= lim−→
i

H lf
k (N(Ui))

证明. 鉴于命题 2.13，只需展示任何反Čech系统 {Ui}中HXk(X)和 lim−→H lf
k (N(Ui))

之间的同构。证明分为两个步骤。第一步，我们将链复形 CX∗(X) 表达
为子复形的直接系统的直接极限 〈CXλi

∗ (X), ci.j〉。在第二步中，我们证明
了直接系统 〈CXλi

∗ (X), ci.j〉 与特定的 Anti-Čech 系统 {Ui} 中的直接系统
〈Clf

∗ (N(Ui)), p
j
i 〉同构。

设 {λi}是一个单调递增的正实数序列，使得 λi → ∞。令 CX∗(X)如第
2.2节所定义，令 CXλi

∗ (X)表示子复形 CX∗(X)中的链 α =
∑

σ∈X(n+1)

aσσ，

满足：

1. 对于 X 的任何有界子集 B，只存在有限多个单形 σ 使得 aσ 6= 0和 σ

的所有顶点都在 B 中，并且

2. 对于任意的 σ = (x0, x1, . . . , xn) ∈ supp(α)，存在 y ∈ X 使得对于所有
的 0 ≤ i ≤ n均有 y ∈ Bλi

(xi)。
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我们用 ∂λi 表示 CXλi

∗ (X)的边界映射。显然，∂λi 只是将 CX∗(X)的
边界映射 ∂ 限制到子复形 CXλi

∗ (X) 上。请注意存在自然包含映射 cki,j :

CXλi

k (X) → CXλj

k (X) 对于所有 i < j 和所有 k 成立。不难看出 cki,j 与边
界算子交换并扩展为链映射 ci,j : CXλi

∗ (X) → CXλj

∗ (X)。这导致了一个链复
合的直接系统 〈CXλi

∗ (X), ci,j〉。此外，对于每个 k，集合 〈CXλi

k (X), cki,j〉是
阿贝尔群的直系系统，并且这个系统的直接极限自然同构于 CXk(X)。系统
〈CXλi

∗ (X), ci,j〉的直接极限是通过取阿贝尔群 CXk(X)及其边界映射（由边
界的直接极限获得）而得到的链复形，该边界映射来自 ∂λi，δ := lim−→i

(∂λi)。
可以很容易地验证映射 δ与原始边界映射 ∂ 相符。
链映射 ci,j 在相应的同调群 Hk(ci,j) : Hk(CXλi

∗ (X)) → Hk(CXλj

∗ (X))

上诱导出一个映射Hk(ci,j)。对于每个 k，群的集合 〈Hk(CXλi

∗ (X)),Hk(ci,j)〉
形成一个直系系统。根据定理 2.8，直极限 lim−→i

Hk(CXλi

∗ (X))与复形CX∗(X)

的 k阶同调群同构，即 HXk(X) ∼= lim−→i
Hk(CXλi

∗ (X))。
令 Ui 表示由半径为 λi 的球组成的 X 的覆盖。然后 {Ui} 形成一个

反 Čech系统。令 Clf
∗ (N(Ui))表示在 N(Ui)上的局部有限链的链复形。对

于所有 n，存在一种自然的一一对应关系，这种关系是在 N(Ui) 中的 n-
单纯形与单纯形 σ ∈ X(n+1) 之间的，它将 (x0, x1, . . . , xn) 映射到单纯形
(Bλi

(x0), Bλi
(x1), . . . , Bλi

(xn))。这个双射诱导了一个同构

θin : CXλi

n (X) → Clf
n (N(Ui))

对于所有的 n。同构 pn可扩展为链映射

θi : CXλi

∗ (X) → Clf
∗ (N(Ui)).

p被视为链同伦等价，通过考虑由 N(Ui)中 n-单纯形与单纯形 σ ∈ X(n+1)

之间双射的逆所诱导的映射即可轻易看出。因此，相应的同调群是同构的：

Hk(θ
i) : Hk(CXλi

∗ (X))
∼−→ H lf

k (N(Ui)).

接下来需要证明同构 Hk(p) 可以扩展为直接系统 〈Hk(CXλi

∗ (X),Hk(ci,j)〉
和 〈H lf

k (N(Ui),Hk(p
j
i )〉 之间的同构。可以很容易验证以下图表对于所有

i ≤ j 都是可交换的，

Hk(CXλi

∗ (X)) H lf
k (N(Ui))

Hk(CXλj

∗ (X)) H lf
k (N(Uj))

Hk(θ
i)

Hk(ci,j) Hk(p
j
i )

Hk(θ
j)
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由此得出相应的直接极限也是同构的，

HXk(X) ∼= lim−→
i

Hk(CXλi

∗ (X)) ∼= lim−→
i

H lf
k (N(Ui)).

推论 3.2. 令 X 是一个度量空间，使得 X 具有有限的渐进维数。那么，

asdim(X) ≥ sup{k|HXk(X) 6= 0}.

证明. 令 asdim(A) = n。然后，由推论 2.11，存在一个反 Čech系统 {Ui}对
于X，使得每个覆盖 Ui具有重数 n+1。因此，相应的神经元N(Ui)的维度
均不超过 n。根据定理 3.1可知，对于所有 i > n，HXi(X)均为零。

最后，我们给出定理 1.1的证明：

证明. 令 X 为一个粗糙的 PD(n)空间。令 A为 X 的一个子空间，使得 A

分离X。由命题 2.2和定理 2.3，HXn−1(A) ∼= HX1(X −A) 6= 0。推论 3.2的
一个应用告诉我们，A的渐近维数至少为 n− 1。
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