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球内一般HARDY-HENON方程稳定解的先验估计

J. SILVERIO MARTÍNEZ-BAENA AND SALVADOR VILLEGAS

摘要. 本文致力于研究半稳定径向解 u ∈ HB 的性质，其中 −u |x|αfu in B \ {}是
一个一般的非线性项，f ∈ CR，且 α > −和 B是单位球 RN，N >。我们建立了这
种解在维度 ≤ N < α上的有界性以及在情况 N ≥ α下的精确点估计。此外，对于
这一范围内的维度，我们提供了一大类半稳定的径向递减无界 HB 解。

1. 介绍

本文讨论了径向解 u ∈ H1(B1)的半稳定性

−∆u = |x|αf(u) in B1 \ {0}, (P)

其中 x = (x1, . . . , xN)和 B1 是带有测度 ωN/N 的单位球 RN，适用于 N > 1。在整
个论文中我们假设 α > −2，和 f ∈ C1(R)。我们处理半稳定径向对称能量解 u ∈
H1(B1) 的正则性问题，其中涉及 (P)。记为 r := |x|，标准的论证表明这些径向解
u = u(|x|) ≡ u(r)在 r ∈ (0, 1]中是连续的，并且可以被视为经典解。我们像往常一样
用 ur := <x,∇u>

|x| 表示，并用大写字母 C,K,C ′, K ′ . . . 表示可能在整个讨论和计算过
程中变化的常数，下标确定这些常数与其他参数的关系。
方程 (P)对应于能量泛函

E(u) :=

∫
B1

(
|∇u|2 − |x|αF (u)

)
dx, (1.1)

的欧拉-拉格朗日方程其中 F (t) =
∫ t

0
f(s)ds。由于 f ∈ C1(R)和 u是连续的，则 f ′(u)

是连续的。如果能量的二次变分是非负定的，即对于在 B1 \ {0}中具有紧支集的所有
ϕ ∈ C1(B1)，均有

d2E(ϕ, ϕ) =

∫
B1

(
|∇ϕ|2 − |x|αf ′(u)ϕ2

)
dx ≥ 0, (1.2)

则称解 u ∈ H1(B1)半稳定是有意义的。
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方程 (P)可以视为所谓的 Hardy-Henon 方程的广义版本，该方程对应于幂型非
线性 f(u) = |u|p−1u。特别地，在自主情况下 α = 0，该方程称为 Lane-Emden 方程。
另一个命名法用于 f(u) = eu，即 Henon-Gelfand 问题。
对该问题的研究先于所谓的Henon方程的研究，其起源可追溯到 S. Chandrasekhar

的著名工作 [3, Chapter IV, pp. 87-88]，在天体物理学中关于多态平衡恒星结构的
工作。
在自主情况下，α = 0的开创性贡献归功于 [11]，在那里作者证明了对于幂类型

非线性 f(u) = |u|p−1u并且设定在整个空间 RN 上时，不存在正解 p ∈ (1, pS(N))，其
中 pS(N) := 2∗ − 1 = N+2

N−2
如果是 N ≤ 3而 pS = +∞如果是 N ≤ 2，则为经典的临

界 Sobolev 指数。
对于 p = pS(N)，已知同样的方程（在平移和重新缩放下）有一个唯一的正解，

该解是径向的且显式的（见 [2]）。
令 pJL(N) > pS(N)表示所谓的 Joseph-Lundgren 指数：

pJL(N) =


+∞ if N ≤ 10,

(N − 2)2 − 4N + 8
√
N − 1

(N − 2)(N − 10)
if N ≥ 11.

此指数可以如下特征化：对于 p ≥ pS(n)，显式函数 us(x) = Cp,N |x|−
2

p−1 对于一个仅
依赖于 p和 N 的适当常数 Cp,N 而言，是 Lane-Emden 方程的一个奇异解，并且它
稳定当且仅当 p ≥ pJL(N)。在 [9]中证明了，当 1 < p < pJL(N)，p 6= pS(N)时，
Lane-Emden 方程没有非平凡的有限 Morse 指数解。通过应用某些爆破分析技术，这
样的 Liouville型定理意味着一大类半线性椭圆方程解的内正则性：它们已知等价于
解的通用估计

−Lu = f(x, u,∇u) in Ω, (1.3)

其中L是一个具有光滑系数的一致椭圆算子，非线性项 f对于大值的 u类似于 |u|p−1u

的比例，而 Ω是 RN 的一个开集。对于精确的陈述，请参见次临界设置下的工作 [16]，
以及 [6]对其在超临界情况下的改编。
对于 Henon-Hardy方程（即 α 6= 0, f(u) = |u|p−1u），也有大量的文献。在 [5]中，

作者展示了以下内容：

定理 1.1. (舞者, 杜, 郭 [5]). 令 u为 Henon-Hardy 方程的一个稳定解，带有 α >

−2,Ω = RN，并且下列假设之一成立：2 ≤ N ≤ 10 + 4α和 p > 1；或者 N > 10 + 4α

和 1 < p < pJL(N,α)；其中我们定义了

pJL(N,α) =

{
+∞ if 2 ≤ N ≤ 10 + 4α,
(N−2)2−2(α+2)(α+N)+2

√
(α+2)3(α+2N−2)

(N−2)(N−4α−10)
if N > 10 + 4α.
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那么 u ≡ 0。相反，对于 p ≥ pJL(N,α)，该方程承认一组径向对称的正稳定解。

这些结果后来在 [18]中被推广到了变号解的情形，作者还证明了假设 0 ∈ Ω，则
不存在弱解 α ≤ −2。如他们在证明中所指出的那样，该结果对于任何正、凸且非递
减的非线性项 f 仍然有效。这表明情况 α ≤ −2具有额外的病态行为，强调了避免对
α使用那些值的必要性。对于 α > −2，Ω = RN，他们还证明了以下两个结果：

i) 如果 2 ≤ N < 10 + 4α，则 Gelfand-Henon 方程没有弱稳定解。
ii) 如果 2 < N < 10 + 4α−其中 α− = min{α, 0}，那么 Gelfand-Henon 方程的任
何弱解都有无限摩尔斯指标。

备注 1.2. 维度范围 2 ≤ N < 10 + 4α是最优的，因为对于 N ≥ 10 + 4α

u(x) = −(2 + α) log |x|+ log[(2 + α)(N − 2)],

而言，它是 Gelfand-Henon 方程的一个径向稳定的弱解。

对于分数阶/非局部设置中的类似近期结果，我们参考 [8],[10],[12],[13],[14]，甚至
在右侧带有 Hardy 位势项 |x|−2su的结果 [15]，或关于系统的结果 [4],[7]及其中的参
考文献。
在我们的案例中，我们主要关注一般 Henon-Hardy方程的半稳定径向解的正则

性，尽管我们认为我们的结果可以在涉及自控情况下已知内容扩展的几个方向上进
一步发展。例如，研究方程 −∆u = λ|x|αf(u)在适当假设集下关于 α和 f 的存在性
和正则性会很有趣，在 [1]的精神指导下。内容通过一系列引理和命题展开，最终达
到证明下一节开头陈述的主要定理。
我们直接陈述论文的主要结果：分类依赖于维度的半稳定径向解的行为。

2. 主要结果的陈述及证明步骤

我们直接陈述论文的主要结果：对依赖于维度的半稳定径向解 (P)的行为进行
分类。

定理 2.1. 令 N ≥ 2,f ∈ C1(R),α > −2和 u ∈ H1(B1)是 (P) 的一个半稳定径向解。
则存在一个仅依赖于 α和 N 的常数 Cα,N，使得：

i) 如果 N < 10 + 4α，则 ‖u‖L∞(B1) ≤ Cα,N‖u‖H1(B1\B1/2)
。

ii) 如果N = 10+4α，则 |u(r)| ≤ Cα,10+4α‖u‖H1(B1\B1/2)
(| log r|+ 1) , ∀r ∈ (0, 1]。

iii) 如果 N > 10 + 4α，则 |u(r)| ≤ Cα,N‖u‖H1(B1\B1/2)
rγ(N,α) , ∀r ∈ (0, 1]。
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其中我们定义了指数 γ(N,α) := 2−N/2 + α/2 +
√
(α + 2)(α + 2N − 2)/2。

备注 2.2. 注意到 γ(N,α) = 0当且仅当 N = 10 + 4α和 γ(N,α) < 0当且仅当 N >

10 + 4α，因此逐点估计 i)和 ii)并不导致 u的有界性。

我们将把证明分为若干引理和命题。

引理 2.3. 设 N ≥ 2,f ∈ C1(R),α > −2和 u ∈ H1(B1)是 (P)的一个半稳定径向解。
令 v ∈ C0,1(0, 1]使得 v(1) = 0。则∫ 1

r0

tN−1u2
r(t)

(
v′(t)2 + α

v′(t)v(t)

t
+

(
1−N − α

N

2

)
v(t)2

t2

)
dt ≥ 0, (2.1)

对每个 r0 ∈ (0, 1)。

证明。假设，第一步是 v ∈ C∞(0, 1)具有紧支集并且 v ≡ 0在 (0, r0]中（稍后我们将
证明对于任何具有 v(1) = 0的 v ∈ C0,1(0, 1]都成立）。对 (P) 关于 r求导，我们得到

(−∆u)r = −∆ur +
N − 1

r2
ur = αrα−1f(u) + rαf ′(u)ur.

乘以径向函数 urv
2并分部积分得到

∫
B1

(
∇ur∇(urv

2) +
N − 1

r2
u2
rv

2

)
dx =

∫
B1

(
αrα−1f(u) + rαf ′(u)ur

)
urv

2dx.

因此

∫
B1

(
v2|∇ur|2 + 2urv∇ur∇v +

N − 1

r2
u2
rv

2

)
dx =

∫
B1

(
αrα−1f(u)urv

2 + rαf ′(u)u2
rv

2
)
dx.

(2.2)
另一方面，由于 u是稳定的，我们可以考虑径向函数 urv（这是一个在 B1 \ {0}

中具有紧支集的 C1(B1)函数），从而获得∫
B1

|∇(urv)|2dx ≥
∫
B1

rαf ′(u)(urv)
2dx. (2.3)

从 (2.2)减去 (2.3)我们可以断言∫
B1

(
u2
rv

2
r −

N − 1

r2
u2
rv

2

)
≥ −α

∫
B1

rα−1f(u)urv
2dx. (2.4)

让我们展开最后一项：
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∫
B1

rα−1f(u)urv
2dx =

∫
B1

(−∆u)
urv

2

r
dx = ωN

∫ 1

r0

tN−1

(
−urr −

N − 1

t
ur

)
urv

2

t
dt =

−ωN

2

∫ 1

r0

(
t2N−2u2

r

)′
t−Nv2dt =

ωN

2

∫ 1

r0

t2N−2u2
r(t

−Nv2)′dt =

ωN

∫ 1

r0

tN−1

(
−N

2

u2
rv

2

t2
+

u2
rvv

′

t

)
dt.

结合这一点和 (2.4)，我们得到

ωN

∫ 1

r0

tN−1

(
u2
rv

′2 − N − 1

t2
u2
rv

2

)
dt ≥ −α ωN

∫ 1

r0

tN−1

(
−N

2

u2
rv

2

t2
+

u2
rvv

′

t

)
dt,

是所期望的结论。
事实上，通过标准的密度论证，上述公式在考虑一个在 (0, r0] ∪ {1} 处消失的

C0,1(0, 1]函数时也成立。
现在，为了说明的清晰起见，我们记

I(a, b; v) :=

∫ b

a

tN−1u2
r(t)

(
v′(t)2 + α

v′(t)v(t)

t
+

(
1−N − α

N

2

)
v(t)2

t2

)
dt. (2.5)

对于任意在 t = 1处消失的 v ∈ C0,1(0, 1]，我们定义一个径向截断函数

v̄ε(t) =


0 if 0 < t < ε,

v(r0)
r0−ε

(t− ε) if ε ≤ t ≤ r0,

v(t) if r0 < t ≤ 1,

(2.6)

对于任意 0 < ε < r0。现在，将引理的第一步应用到函数 v̄ε上，我们得到 I(ε, 1; v̄ε) ≥ 0，
从而得出

I(r0, 1; v) ≥ −I(ε, r0; v̄ε)

= −
(

v(r0)

r0 − ε

)2 ∫ r0

ε

tN−1ur(t)
2

[
1 + α

t− ε

t
+

(
1−N − α

N

2

)
(t− ε)2

t2

]
dt.

注意到由于 u ∈ H1(B1)，整个右边在 ε ∈ (0, r0)上是一致有界的。因此，

I(r0, 1; v) ≥ − lim
ε→0

I(ε, r0; v̄ε) = −
(
v(r0)

r0

)2

(2 + α)

(
1− N

2

)∫ r0

0

tN−1ur(t)
2dt ≥ 0,

正如我们所声称的。 �
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备注 2.4. 在最后一步中，表明假设 u ∈ H1(B1)是本质的。确实，众所周知（参见例
如 [1]），存在半稳定弱解到 −∆u = CN,q(1 + u)

q−2
q 在 B1 中的形式为 u(x) = |x|q − 1

使得 u /∈ H1(B1)在范围 q ∈
(
−N

2
+ 2−

√
N − 1, −N

2
+ 1
]
，N ≥ 3内。

命题 2.5. 设 N ≥ 2,f ∈ C1(R),α > −2和 u ∈ H1(B1)是 (P)的一个非常数半稳定径
向解。然后 ur 6= 0在 (0, 1]中。

证明。假设存在 r1 ∈ (0, 1] 使得 ur(r1) = 0。从 u ∈ H1(B1)，f ∈ C1(R)和径向对
称性可知 u(r) ∈ C3((0, 1])。因此，特别地存在一个常数 Cr1 > 0，使得对于任意的
r ∈ [r1/2, r1]都有 |ur(r)| ≤ Cr1|r − r1|。另一方面，我们采用以下测试函数

v(t) =


t

r1−ε
if 0 < t < r1 − ε,

r1−t
ε

if r1 − ε ≤ t ≤ r1,

0 if r1 < t ≤ 1,

与 0 < ε < r1/2. 应用引理 2.3我们得到 −I(r0, r1 − ε; v) ≤ I(r1 − ε, r1; v)对任意的
0 < r0 < r1 − ε成立。因此

− 1

(r1 − ε)2

∫ r1−ε

r0

tN−1u2
r(t)(2 + α)

(
1− N

2

)
dt

≤
∫ r1

r1−ε

tN−1u2
r(t)

ε2

[
1− α

(r1 − t)

t
+

(
1−N − α

N

2

)
(r1 − t)2

t2

]
dt

≤ K

∫ r1

r1−ε

u2
r(t)

ε2
dt ≤ KC 2

r1

∫ r1

r1−ε

(t− r1)
2

ε2
dt =

KC2
r1

3
ε.

取极限为 ε → 0我们有

− 1

r21
(2 + α)

(
1− N

2

)∫ r1

r0

tN−1u2
r(t)dt ≤ 0,

这表明在 [r0, r1]中，如果 N > 2，则 ur ≡ 0 由相应的柯西问题的唯一性，ur ≡ 0在
(0, 1]中给出了 N > 2的矛盾。最后，如果 N = 2我们通过

v(t) =


(

t
r1−ε

)β
if 0 < t < r1 − ε,

r1−t
ε

if r1 − ε ≤ t ≤ r1,

0 if r1 < t ≤ 1,

改变测试函数其中 β ∈ R稍后选择。通过类似的论证，我们可以得出

− 1

r2β1
(β − 1) (β + α + 1)

∫ r1

r0

tN−1+2β−2u2
r(t)dt ≤ 0.
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选择任意的 β ∈ (−1− α, 1)，我们得到 ur ≡ 0在 [r0, r1]中，这再次产生了矛盾。 �

引理 2.6. 令 N ≥ 2,f ∈ C1(R),α > −2和 u ∈ H1(B1)是 (P)的一个非常数半稳定径
向解。然后 ∫ r

r/2

u2
r dt ≤ Kα,N ||∇u||2

L2(B1\B1/2)
r3−N+α+

√
(2+α)(2N−2+α),

对任意的 r ∈ (0, 1]。

证明。我们首先考虑情况 0 < r ≤ 1/2并定义

v(t) =


rs−1t if 0 < t < r,

ts if r ≤ t ≤ 1/2,

21−s(1− t) if 1/2 < t ≤ 1

其中 s ∈ R尚待确定。由引理 2.3对 r0 = r/2应用，我们得到

0 ≤ r2s−2

∫ r

r/2

tN−1u2
r(t) (2 + α)

(
1− N

2

)
dt

+

∫ 1/2

r

tN−3+2su2
r(t)

(
s2 + αs+ 1−N − α

N

2

)
dt

+

∫ 1

1/2

tN−1u2
r(t) 2

2−2s

[
1− α

1− t

t
+

(
1−N − α

N

2

)(
1− t

t

)2
]
dt.

选择 sα = −α/2−
√

(2 + α)(2N − 2 + α)/2，第二项确实为零。因此，我们推导出

−r2sα−2

∫ r

r/2

tN−1u2
r(t)(2 + α)

(
1− N

2

)
dt

≤
∫ 1

1/2

tN−1u2
r(t) 2

2−2sα

[
1− α

1− t

t
+

(
1−N − α

N

2

)(
1− t

t

)2
]
dt.

结果是

−r2sα−2

∫ r

r/2

(r
2

)N−1

u2
r(t)(2 + α)

(
1− N

2

)
dt

≤ r2sα−2

∫ r

r/2

tN−1u2
r(t)(2 + α)

(
1− N

2

)
dt

≤
∫ 1

1/2

tN−1u2
r(t) 2

2−2sα

[
1− α

1− t

t
+

(
1−N − α

N

2

)(
1− t

t

)2
]
dt

≤ C

∫ 1

1/2

tN−1u2
r(t)dt,
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最后，我们得到

−
(2 + α)

(
1− N

2

)
2N−1

r2sα−3+N

∫ r

r/2

u2
r(t)dt ≤

C

ωN

||∇u||2
L2(B1\B1/2)

这就是所期望的结论如果 N > 2。如果 N = 2，我们将测试函数更改为

v(t) =


r−1−α−βtβ if 0 < t < r,

t−1−α if r ≤ t ≤ 1/2,

22+α(1− t) if 1/2 < t ≤ 1.

其中 β ∈ (−1− α, 1)如同之前的命题。我们有

−r−2−2α−2β

∫ r

r/2

t−1+2β u2
r(t)(β − 1)(β + α + 1) dt

≤
∫ 1

1/2

t u2
r(t) 2

4+2α

[
1− α

1− t

t
− (1 + α)

(
1− t

t

)2
]
dt,

当对最后一个积分应用上述相同的论证时，得到所期望的结论。
另一方面，我们称Rα,N 为一个常数，使得对于所有 r ∈ [1/2, 1]，都有 0 < Rα,N <

r3−N−2sα。因此，应用上述结论于 r = 1/2∫ r

r/2

u2
r(t)dt ≤

∫ 1/2

1/4

u2
r(t)dt+

∫ 1

1/2

u2
r(t)dt

≤ Kα,N

(
1

2

)3−N−2sα

||∇u||2
L2(B1\B1/2)

+
1

ωN

||∇u||2
L2(B1\B1/2)

=

(
Kα,N

(
1

2

)3−N−2sα

+
1

ωN

)
||∇u||2

L2(B1\B1/2)

≤ 1

Rα,N

[
Kα,N

(
1

2

)3−N−2sα

+
1

ωN

]
||∇u||2

L2(B1\B1/2)
r3−N−2sα ,

再次得出相同的结果。 �

命题 2.7. 令 N ≥ 2,f ∈ C1(R),α > −2 和 u ∈ H1(B1) 为非常数半稳定径向解的
(P)。则

|u(r)− u(r/2)| ≤ K ′
α,N ||∇u||L2(B1\B1/2)

r2−N/2+α/2+
√

(2+α)(2N−2+α)/2,

对所有 r ∈ (0, 1]成立。



球内 HARDY-HENON方程稳定解的估计 9

证明。修正 r ∈ (0, 1/2)，使用 Cauchy-Schwartz 不等式和引理 2.6，我们得到以下不
等式链：

|u(r)− u(r/2)| =
∣∣∣∣∫ r

r/2

ur(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ r

r/2

|ur(t)| dt ≤
(∫ r

r/2

u2
r(t)dt

)1/2(∫ r

r/2

dt

)1/2

≤ Kα,N ||∇u||L2(B1\B1/2)
r

3−N+α+
√

(2+α)(2N−2+α)
2

(r
2

) 1
2

≤ K ′
α,N ||∇u||2

L2(B1\B1/2)
r

4−N+α+
√

(2+α)(2N−2+α)
2 . �

定理 2.1的证明。遵循 [17]的推理，设 r ∈ (0, 1]，存在 r1 ∈ (1/2, 1]使得对于某个
m ∈ N有 r = r1/2

m−1。由一维的 Sobolev嵌入定理可知 u(r1) ≤ ||u||L∞(B1\B1/2) ≤
sN ||u||H1(B1\B1/2)

。因此

|u(r)| ≤|u(r1)− u(r)|+ |u(r1)| ≤
m−1∑
k=1

∣∣∣u( r1
2k−1

)
− u

( r1
2k

)∣∣∣+ |u(r1)|

≤K ′
α,N ||∇u||L2(B1\B1/2)

m−1∑
k=1

( r1
2k−1

)2−N
2
+

α+
√

(2+α)(2N−2+α)
2

+ sN ||u||H1(B1\B1/2)

≤

(
K ′′

α,N

m−1∑
k=1

( r1
2k−1

)2−N
2
+

α+
√

(2+α)(2N−2+α)
2

+ sN

)
||u||H1(B1\B1/2)

. (2.7)

•若 2 ≤ N < 10+4α，我们有 2−N/2+α/2+
√

(2 + α)(2N − 2 + α)/2 > 0。则

m−1∑
i=1

( r1
2i−1

)2−N
2
+α/2+

√
(2+α)(2N−2+α)/2

≤
∞∑
i=1

(
1

2i−1

)2−N
2
+α/2+

√
(2+α)(2N−2+α)/2

,

是一个收敛级数。因此，方程 (2.7)暗示了定理的陈述 i）。

•若 N = 10 + 4α，我们有 2 − N/2 + α/2 +
√

(2 + α)(2N − 2 + α)/2 = 0。从
(2.7)我们得到

|u(r)| ≤
(
K ′

α,N(m− 1) + sN
)
‖u‖H1(B1\B1/2)

=

(
K ′

α,N

(
log r1 − log r

log 2

)
+ sN

)
‖u‖H1(B1\B1/2)

≤
(
K ′

α,N

log 2
+ sN

)
(| log r|+ 1) ‖u‖H1(B1\B1/2)

,

这证明了陈述 ii)。
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•最后，如果N > 10+4α，我们有 2−N/2+α/2+
√
(2 + α)(2N − 2 + α)/2 < 0。

那么

m−1∑
i=1

( r1
2i−1

)2−N
2
+α

2
+

√
(2+α)(2N−2+α)

2
=

r2−
N
2
+α

2
+

√
(2+α)(2N−2+α)

2 − r
2−N

2
+α

2
+

√
(2+α)(2N−2+α)

2
1

(1/2)2−
N
2
+α

2
+

√
(2+α)(2N−2+α)

2 − 1
.

由此及 (2.7)，我们可以推导出

|u(r)| ≤

(
K ′

α,N

(1/2)2−
N
2
+α

2
+

√
(2+α)(2N−2+α)

2 − 1
+ sN

)
r2−

N
2
+α

2
+

√
(2+α)(2N−2+α)

2 ‖u‖H1(B1\B1/2)
,

这完成了证明。 �

3. 定理的最优性 2.1

这些先验估计确实是最佳的，如下例所示：

• 如果 N = 10 + 4α，则函数 u(x) = | log |x||是 Hénon-Gelfand 方程

−∆u = (N − 2)|x|αeu(2+α) in B1 \ {0},

的一个解，使得 |x|αf ′(u) = (N−2)2

4|x|2 。这表明稳定性不等式 (1.2)精确达到最优
Hardy 常数，因此它是一个稳定解。

• 若 N > 10 + 4α，回想我们有对于任意 α > −2，γ(α,N) < 0。我们考虑任意

γ(α,N) ≤ γ < 0, (3.1)

的函数 u(|x|) = |x|γ − 1，它是幂型方程

−∆u = |x|α(−γ)(γ +N − 2)(1 + u)1+
2+α
−γ in B1 \ {0}.

的解。在这种情况下

|x|αf ′(u) =
(−γ + α + 2)(γ +N − 2)

|x|2
. (3.2)

考虑到 (3.1),(3.2)并再次比较稳定性不等式 (1.2)与哈代不等式，常数满足：

(−γ + α + 2)(γ +N − 2) ≤ (N − 2)2

4
,

这表明 u的稳定性。
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