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关于布朗交错的可视窗口、泊松圆柱和布尔模型

YINGXIN MU AND ARTEM SAPOZHNIKOV

摘要. 我们研究在 Rd中三种模型的空隙集内的可见性，这些模型具有空间相关性的缓慢
衰减：布朗互连、泊松圆柱和泊松-布尔模型。设Qx为每个点都从 通过其中一种模型的
空隙集可见的最大球的半径 x。我们证明，在条件 x可以从 可见的情况下，随着 x → ∞，
Qxδ‖x‖ 弱收敛到一个具有明确强度的指数分布，该强度依赖于相应模型的参数。缩放函
数 δr 是引入的可见窗口 [9]，在距离 为 r处可见集合的相关长度尺度。

1. 介绍

令 C 是一个具有旋转不变分布的随机闭子集 Rd。我们将集合 C 视作一个非透明障碍物
的随机场，并且说如果线段 [0, x]不与 C 相交，则点 x ∈ Rd是从 0的可见的。关于可见
性的第一个数学研究可以追溯到 Pólya[10]。在由泊松布尔模型给出障碍物的情况下，对
远距离可见性的概率进行了研究，在 [4]中进行了讨论；而在由布朗交错给出障碍物的
情况下，则在 [5]中进行了研究。当障碍物是由布朗交错、泊松圆柱或泊松布尔模型给
出时，在 [9]中得到了远距离可见性概率的精确界限。在双曲空间的设置下，可见性问
题在 [2, 13, 3]中进行了探讨。

在本文中，我们继续研究布朗交错、泊松圆柱和泊松-布尔模型的空虚集中的可见性问
题，在 [9]中。在 [9]中，我们引入了可见窗口 δr ，这是距离 0为 r处可见集合的相关长
度尺度，并计算了这三个障碍模型中的该值：

• (布朗粒子交错)

δr = δBI(r) =

 r−1 d ≥ 4

r−1 log2 r d = 3

• （泊松圆柱）

δr = δPC(r) =

 r−1 d ≥ 3

1 d = 2

• (泊松-布尔模型)
δr = δBM(r) = r−1.

在这里，我们研究这三种模型中可视窗口的另一个方面。令 Qx为以 x为中心的最大的
球体的半径，该球体内每一点都能从 0处看到，

(1.1) Qx = inf
{
q > 0 : every y ∈ B(x, q) is visible from 0

}
.
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本文的主要结果是，对于这三个模型中的每一个，在条件上 x能从 0处看到的情况下，
Qx/δ‖x‖当 x → ∞时弱收敛于强度为 λ > 0的指数分布，该分布显式依赖于相应模型的
参数。

我们现在简要描述这三个模型，并参考论文 [12, 14]和 [7]中关于泊松点过程的精确描
述。实际上，为了本文的目的，我们只需要通过函数1来刻画它们的定律

T (K) = P[C ∩K 6= ∅], for compact K ⊂ Rd.

布朗交错：对于 α > 0，令 Iα是在 Rd（d ≥ 3）中具有强度 α的双无穷布朗运动的泊松
汤的范围。它是一个随机闭子集，记为 Rd，其规律由关系式

(1.2) P
[
Iα ∩K = ∅

]
= e−αcap(K), for compact K ⊂ Rd,

（参见 [12, Proposition 2.5]）所刻画，其中 cap(K)是 K 的牛顿容量，详见 (2.3)。布朗
交错集在水平 α上具有半径 ρ是闭的 ρ-邻域的 Iα，

(1.3) Iα
ρ =

⋃
x∈Iα

B(x, ρ).

泊松圆柱体：对于 α > 0，设 Lα是在 Rd（d ≥ 2）中具有强度 α的泊松线汤的范围。为
了描述 Lα 的规律，设 ν 是拓扑群 SOd 上唯一的哈尔测度，该拓扑群是由 Rd 中的刚性
旋转组成的，并且具有 ν(SOd) = 1，记 π为超平面 {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : x1 = 0}上
的正交投影。由 [14, (2.8)]可知，随机闭集 Lα的分布由以下关系刻画

(1.4) P
[
Lα ∩K = ∅

]
= e−αµ(K), for compact K ⊂ Rd,

其中

(1.5) µ(K) =

∫
SOd

λd−1

(
π(φ(K))

)
ν(dφ).

泊松圆柱模型在级别 α下，半径为 ρ是 Lα的闭 ρ邻域，

(1.6) Lα
ρ =

⋃
x∈Lα

B(x, ρ).

泊松-布尔模型：对于 α > 0和一个在 R+ 上的概率分布 Q，令 ω =
∑

i≥1 δ(xi,ri) 是一个
在 Rd ×R+(d ≥ 2) 上具有强度测度 αdx⊗ Q的泊松点过程。Poisson-布尔模型，强度为
α，半径分布为 Q是 Rd的闭子集，定义为

Bα
Q = Bα

Q(ω) =
⋃
i≥1

B(xi, ri).

这个集合与 Rd不一致当且仅当

(1.7) E[%d] < ∞,

1关于此主题的更多内容，我们参考 [6, Chapter 2]。
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其中 %是具有分布律 Q的随机变量（见 [7, Proposition 3.1]）。与紧集 K 相交的球的数
量是一个参数为∫

(x,r) :B(x,r)∩K 6=∅

αdx⊗ Q(dr) = α

∫
Rd

P
[
% ≥ d(x,K)

]
dx = αE

[
λd

(
B(K, %)

)]
,

的泊松随机变量，其中 B(K, %)是 K 的闭 %邻域；特别地，Bα
Q的分布由关系

(1.8) P
[
Bα

Q ∩K = ∅
]
= e−αE[λd(B(K,%))], for compact K ⊂ Rd.

所刻画。

我们现在精确地陈述我们的主要结果。

定理 1.1. 设 α > 0 和 ρ > 0，设 Q 是 R+ 上的概率测度。令 C 为以水平 α 和半径 ρ

（d ≥ 3）的布朗交错，或以水平 α和半径 ρ（d ≥ 2）的泊松圆柱，或是强度为 α且半径
分布为 Q（d ≥ 2）满足 (1.7)的泊松-布尔模型。存在依赖于模型及其参数的 λ > 0，使
得在 x可以从 0看到的条件下，

Qx

δ‖x‖
converges weakly to the exponential distribution with intensity λ ,

作为 x → ∞，其中 δr 是模型各自的可见窗口。参数 λ对每个模型都是明确的，参见
(2.6)，(3.1)和 (4.1)。

我们分别对三个模型证明定理 1.1：在第 2节中对于布朗交错，第 3节中的泊松-布尔模
型以及第 4节中的泊松圆柱。

我们通过固定一些在整个证明过程中使用的常见符号来结束这个介绍。令 x ∈ Rd，q > 0

和 K ⊂ Rd。我们将 B(x, q) 表示为以 x 为中心，半径为 q 的闭欧几里得球，并记作
B(q) = B(0, q)。我们用 B(K, q)表示K 的闭 q邻域，即 B(K, q) =

⋃
x∈K B(x, q)。我们

用 `x表示 Rd中的线段 [0, x]，并定义 `x(q) = B(`x, q)。此外，对于 ε > 0，我们定义

(1.9) `εx =
⋃

y∈B(x,ε)

`y and `εx(q) = B(`εx, q) =
⋃

y∈B(x,ε)

`y(q).

最后，记 λn 为 n维勒贝格测度，并且记 κn 为单位球在 Rn 中的体积（回忆一下 κn =
πn/2

Γ(n
2
+1)
）。

2. 定理 1.1的证明对于布朗交错过程

我们从关于布朗运动和容量的一些预备知识开始，以及证明定理 1.1的两个关键要素—
关于长圆柱体容量精确渐近性的引理 2.1和关于布朗运动未击中长圆柱体的尖锐概率边
界的引理 2.2。定理 1.1的证明在第 2.2节给出。
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2.1. 布朗运动和位势理论. 设W 是 Rd中的布朗运动。我们用 Px表示W 在W0 = x下
的分布，并且我们将 Pν 写为

∫
Rd Px[·]ν(dx)。对于闭集 K ⊂ Rd，令 HK = inf{t ≥ 0 :

Wt ∈ K}为W 进入 K 的首次到达时间。经典地，对于任意的 R1 < R2 和 y ∈ Rd 满足
R1 < ‖y‖ < R2，

(2.1) Py

[
H∂B(R2) < H∂B(R1)

]
=


logR1−log ‖y‖
logR1−logR2

d = 2

R2−d
1 −‖y‖2−d

R2−d
1 −R2−d

2

d ≥ 3

（参见例如 [8, Theorem 3.18]），特别是当 d ≥ 3时，

(2.2) Py

[
H∂B(R1) = ∞

]
= 1− ‖y‖2−d

R2−d
1

.

令 σR为在 ∂B(R)上的均匀分布，并定义µR = 2πd/2Rd−2

Γ(d/2−1)
σR。对于任何紧集K在Rd(d ≥ 3)

中，以及任何 R 满足 K ⊂ B(R)，平衡测度 µK 和容量 cap(K) 由 K 定义为（见 [11,
Theorem 3.1.10]）

(2.3) µK = PµR

[
HK < ∞,WHK

∈ ·
]

resp. cap(K) = µK(K) = PµR

[
HK < ∞

]
.

因此，根据强马尔可夫性质，对于任何紧集 K ′ ⊆ K，

(2.4) µK′ = PµK

[
HK′ < ∞,WHK′ ∈ ·

]
and cap(K ′) = PµK

[
HK′ < ∞

]
;

特别是，µK(K
′) ≤ cap(K ′)。容量是等距下的不变量，并且在紧集上是单调函数，cap(ρK) =

ρd−2cap(K)和 cap(K) = cap(∂K)（见 [11, Proposition 3.1.11]）。

由 [11, Proposition 3.3.4]，存在 ci = ci(d, ρ)，使得对于所有 x ∈ Rd且 ‖x‖ ≥ 2，圆柱的
容量 `x(ρ)满足

(2.5) c1
(
1d=3

‖x‖
log ‖x‖ + 1d≥4‖x‖

)
≤ cap

(
`x(ρ)

)
≤ c2

(
1d=3

‖x‖
log ‖x‖ + 1d≥4‖x‖

)
.

在下一个引理中，我们得到了圆柱体 `x(ρ)容量的确切渐近性。

引理 2.1. 对于任何 d ≥ 3，

cap
(
`x(ρ)

)
= κdρ

d−3
(
1d=3

‖x‖
log ‖x‖ + 1d≥4‖x‖

)
(1 + o(1)), as x → ∞,

其中 κ3 = π和 κd =
2π

d−1
2

Γ( d−3
2

)
用于 d ≥ 4。

证明. 由于 cap
(
`x(ρ)

)
= ρd−2cap

(
`ρ−1‖x‖e1(1)

)
，只需证明引理对 x = re1 和 ρ = 1成立。

令 Kr = `re1(1)和 kr = `re1。令 r ≥ 2。

由 [11, Theorem 3.2.1]可知，对于每一个 y ∈ kr，

1 =

∫
∂Kr

G(y, z)µKr(dz),
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其中 G是标准布朗运动的格林函数，

G(y, z) = γd‖y − z‖2−d, with γd =
Γ(d−2

2
)

2πd/2

（参见例如 [11, (3.1)]）。对段落 kr 进行积分给出

r = γd

∫
∂Kr

µKr(dz)

∫
kr

‖y − z‖2−ddy.

令 K ′
r =

{
z ∈ Kr : z1 ∈

[
r

log r
, r − r

log r

]}
和 K ′′

r = Kr \K ′
r。注意

存在

• 存在 C = C(d)使得对于所有的 z ∈ ∂Kr，∫
kr

‖y − z‖2−ddy ≤ C
(
1d=3 log r + 1d≥4

)
;

• 在 z ∈ ∂Kr ∩K ′
r 上一致，∫

kr

‖y − z‖2−ddy =

∫ z1

0

(1 + u2)
2−d
2 du+

∫ r−z1

0

(1 + u2)
2−d
2 du

= 2(1 + o(1))
(
1d=3 log r + 1d≥4

∫ ∞

0

(1 + u2)
2−d
2 du

)
= 2βd(1 + o(1))

(
1d=3 log r + 1d≥4

)
,

其中 β3 = 1和 βd =
1
2
Beta(1

2
, d−3

2
) =

√
πΓ( d−3

2
)

2Γ( d−2
2

)
对于 d ≥ 4成立，参见 [1, 6.2.1]；

• 由 (2.5)，存在 C ′ = C ′(d)使得

µKr(∂Kr ∩K ′′
r ) ≤ cap(K ′′

r ) ≤ C ′(1d=3
r

log2 r + 1d≥4
r

log r

)
.

因此

r = 2βdγd(1 + o(1))
(
1d=3 log r + 1d≥4

)
cap(Kr) + o(r),

作为 r → ∞，结果随之而来 κd = (2βdγd)
−1。 �

在下一个引理中，我们得到了圆柱非命中概率的精确界限。对于 x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd，令
x̃ = (x2, . . . , xd) ∈ Rd−1。

引理 2.2. 令 d ≥ 3和 ρ > 0。对于任意的 ε > 0，存在 r0 = r0(d, ρ, ε) < ∞和 δ0 =

δ0(d, ρ, ε) ∈ (0, 1)，使得对于所有的 r ≥ r0 和 x ∈ Rd 满足 x1 ∈
[

r
log2 r , r − r

log2 r

]
和

ρ < ‖x̃‖ < ρ+ δ0，

1− ε ≤
Px

[
H`re1 (ρ)

= ∞
]

‖x̃‖−ρ
ρ

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
) ≤ 1 + ε.
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证明. 令 ε > 0. 令 r足够大，并选择 x如引理所述。对于 s > 0，设 L(s) = B(Re1, s)是
一个半径为 s且轴向量为 e1的双无穷柱体。

我们从下界开始。由强马尔可夫性质，

Px

[
H`re1 (ρ)

= ∞
]
≥ Px

[
H∂L(r log r) < HL(ρ)

]
inf

y∈∂L(r log r)
Py

[
H`re1 (ρ)

= ∞
]
.

注意，布朗运动W 在超平面 {x ∈ Rd : x1 = 0}上的正交投影是一个标准的 (d− 1)维布
朗运动，并且圆柱体 L(s)在超平面上的投影是半径为 s的 (d− 1)维欧几里得球。因此，
由 (2.1)可知，如果 r足够大且 ‖x̃‖ − ρ足够小，则

Px

[
H∂L(r log r) < HL(ρ)

]
≥ (1− 1

2
ε)‖x̃‖−ρ

ρ

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
)
.

此外，由 (2.2)可知，如果 r足够大，则

inf
y∈∂L(r log r)

Py

[
H`re1 (ρ)

= ∞
]
≥ inf

y∈∂L(r log r)
Py

[
HB(r+ρ) = ∞

]
≥ 1− 1

2
ε.

将这两个界限结合在一起给出了所需的下界。

我们继续进行上界的计算。令 sr =
r

log4 r。我们有

Px

[
H`re1 (ρ)

= ∞
]
≤ Px

[
H∂L(sr) < HL(ρ)

]
+ Px

[
H`re1 (ρ)

= ∞, H∂L(sr) > HL(ρ)

]
.

正如在下界证明中，根据 (2.1)，如果 r足够大且 ‖x̃‖ − ρ足够小，则

Px

[
HL(sr) < HL(ρ)

]
≤ (1 + 1

2
ε)‖x̃‖−ρ

ρ

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
)
.

为了限制第二个概率，注意到布朗运动的旋转对称性和 (2.2)，对于任意的 y ∈ L(sr)，
从 y 开始的布朗运动在击中 B(y1e1, ρ) 或 ∂L(sr) 之前离开球 B(y1e1, 2sr) 的概率上限
为 min

(
C (‖ỹ‖−ρ)+

ρ
, 1 − c

)
，对于某些 C = C(d) < ∞和 c = c(d) ∈ (0, 1)。如果第二个

概率中的事件发生，由于 x1 ∈ [sr log2 r, r − sr log2 r]，从 x 开始的布朗运动将在触及
B(x1e1, ρ)或 ∂L(sr)之前离开球 B(x1e1, sr log2 r)。因此，通过从球体 B(x1e1, 2srk),1 ≤
k ≤ 1

2
log2 r − 1和

Px

[
H`re1 (ρ)

= ∞, H∂L(sr) > HL(ρ)

]
≤ C ′ ‖x̃‖−ρ

ρ
(1− c)

1
2

log2 r

< 1
2
ε‖x̃‖−ρ

ρ

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
)
,

退出时间的强马尔可夫性质，对于上述的一些 C ′ = C ′(d) < ∞和 c ∈ (0, 1)。将这些界
组合起来给出了所需的上界。 �
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2.2. 定理 1.1的证明. 固定正数 α和 ρ，并记 Pα,ρ为水平 α下具有半径 ρ的布朗交错的
律。回忆一下，对于 d = 3的 δr = log2 r

r
和对于 d ≥ 4的 δr = 1

r
。我们旨在证明对于每

一个 s > 0,

lim
r→∞

Pα,ρ

[
Qre1 > sδr | re1 is visible from 0

]
= exp

(
− λBIs

)
其中

(2.6) λBI =
1

2
ακdρ

d−4
(
1d=3 + 1d≥4(d− 3)

)
=


απ
2ρ

d = 3

αρd−4π
d−1
2

Γ( d−3
2

)
d ≥ 4

而 κd是来自引理 2.1的常数。

根据 (1.1)的定义，Qre1 ,(1.2),(1.3)和 (1.9)，

Pα,ρ

[
Qre1 > sδr | re1 is visible from 0

]
=

Pα,ρ[every x ∈ B(re1, sδr) is visible from 0]

Pα,ρ[re1 is visible from 0]

=
P[Iα

ρ ∩ `sδrre1
= ∅]

P[Iα
ρ ∩ `re1 = ∅]

=
P[Iα ∩ `sδrre1

(ρ) = ∅]
P[Iα ∩ `re1(ρ) = ∅]

= exp
(
− α

[
cap

(
`sδrre1

(ρ)
)
− cap

(
`re1(ρ)

)])
.

因此，只需证明

lim
r→∞

[
cap

(
`sδrre1

(ρ)
)
− cap

(
`re1(ρ)

)]
=

λBI

α
s.

我们将 µr 分别记为 `re1(ρ)的平衡测度，将 µs
r 记为 `sδrre1

(ρ)的平衡测度。由 (2.4)，由于
`re1(ρ) ⊂ `sδrre1

(ρ),

cap
(
`sδrre1

(ρ)
)
− cap

(
`re1(ρ)

)
=

∫
∂`sδrre1

(ρ)

Px[H`re1 (ρ)
= ∞]µs

r(dx).

令
∂′ =

{
x ∈ ∂`sδrre1

(ρ) : r
log2 r ≤ x1 ≤ r − r

log2 r

}
and ∂′′ = ∂`sδrre1

(ρ) \ ∂′.

由于每个 x ∈ ∂`sδrre1
(ρ)到一个包含于 `re1(ρ)的半径为 ρ的球 Bx的距离至多为 sδr，根据

(2.2)，∫
∂′′

Px[H`re1 (ρ)
= ∞]µs

r(dx) ≤
∫
∂′′

Px[HBx = ∞]µs
r(dx) ≤ Csδr µ

s
r(∂

′′) ≤ Csδr cap(∂′′),

对于某个 C = C(d, ρ)。由 (2.5)，δr cap(∂′′) → 0作为 r → ∞。因此，只需证明

lim
r→∞

∫
∂′

Px[H`re1 (ρ)
= ∞]µs

r(dx) =
λBI

α
s.

由引理 2.2，由于对每个 x ∈ ∂′,‖x̃‖ ≤ ρ+ sδr 对所有大的 r,

lim
r→∞

∫
∂′

Px[H`re1 (ρ)
= ∞]µs

r(dx) = lim
r→∞

1

ρ

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
) ∫

∂′
(‖x̃‖ − ρ)µs

r(dx)

= lim
r→∞

1

ρ

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
) ∫

∂′

(sδr
r
x1

)
µs
r(dx).
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现在, ∫
∂′
x1 µ

s
r(dx) =

∫
∂′

( ∫ x1

0

dy
)
µs
r(dx) =

∫ r

0

µs
r

(
x ∈ ∂′ : x1 > y

)
dy.

因此，

δr
r

∣∣∣ ∫
∂′
x1 µ

s
r(dx)−

∫ r

0

µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
dy

∣∣∣ ≤ δr
r
rcap(∂′′) → 0, as r → ∞,

并且只需证明

lim
r→∞

δr
r

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
) ∫ r

0

µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
dy =

λBIρ

α
.

注意到通过 µr 的对称性，∫ r

0

µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

)
dy =

∫ r

0

µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 < y

)
dy =

r

2
cap

(
`re1(ρ)

)
,

并通过引理 2.1和 δr 的定义，

lim
r→∞

δr
r

(
1d=3

1
log r

+ 1d≥4(d− 3)
) r
2

cap
(
`re1(ρ)

)
=

1

2
κdρ

d−3
(
1d=3 + 1d≥4(d− 3)

)
=

λBIρ

α
.

因此，要完成证明，只需显示

(2.7) lim
r→∞

δr
r

∫ r

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
− µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

))
dy = 0.

我们有∫ r

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
− µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

))
dy

≤ 2ρ cap
(
`sδrre1

(ρ)
)
+

∫ r−2ρ

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y+2ρ
)
−µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

))
dy.

由平衡测度的定义 (2.4),

µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y + 2ρ
)
− µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

)
≤

∫
∂`sδrre1

(ρ)

1x1>y+2ρ Px

[
H`re1 (ρ)

< ∞, (WH`re1 (ρ)
)1 ≤ y

]
µs
r(dx).

注意到对于每个 x ∈ ∂`sδrre1
(ρ)与 x1 > y + 2ρ，存在一个半径为 ρ的球 Bx ⊂ `re1(ρ)在距

离 x至多 sδr 处，使得如果从 x开始的布朗运动首次在具有 x1 坐标为 ≤ y 的点上击中
`re1(ρ)，那么该布朗运动必须在触碰 Bx之前从 Bx的 ρ邻域退出。因此，由 (2.1)，积分
下的概率从上方被 Csδr 所限制，对于某个 C = C(d, ρ)。因此，∫ r

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
− µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

))
dy ≤

(
2ρ+ Csδrr

)
cap

(
`sδrre1

(ρ)
)
.
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类似地，∫ r

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
− µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

))
dy

≥ −2ρ cap
(
`re1(ρ)

)
+

∫ r−2ρ

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
−µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y+2ρ

))
dy,

其中，由 (2.4)和 (2.1)，

µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
− µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y + 2ρ

)
≥ −

∫
∂`sδrre1

(ρ)

1x1≤y Px

[
H`re1 (ρ)

< ∞, (WH`re1 (ρ)
)1 > y+2ρ

]
µs
r(dx) ≥ −Csδr cap

(
`sδrre1

(ρ)
)
.

从而，∣∣∣ ∫ r

0

(
µs
r

(
x ∈ `sδrre1

(ρ) : x1 > y
)
−µr

(
x ∈ `re1(ρ) : x1 > y

))
dy

∣∣∣ ≤ (
2ρ+Csδrr

)
cap

(
`sδrre1

(ρ)
)
,

并且 (2.7)由引理 2.1及 δr 的定义得出。证明完成。 �

3. 定理 1.1的证明对于泊松布尔模型

固定 α > 0和一个在 R+ 上的概率分布 Q，并用 Pα,Q 表示强度为 α且半径分布为 Q的
泊松-布尔模型的规律。回忆一下，对于所有的 d ≥ 2，都有 δr =

1
r
。我们旨在证明对于

每一个 s > 0，

lim
r→∞

Pα,Q
[
Qre1 > sδr | re1 is visible from 0

]
= exp

(
− λBMs

)
其中

(3.1) λBM =
1

2
α(d− 1)κd−1E[%d−2],

%是一个具有分布律 Q的随机变量（回想一下 E[%d] < ∞）。

根据 (1.1)的定义，Qre1，(1.8)和 (1.9)，

Pα,Q
[
Qre1 > sδr | re1 is visible from 0

]
=

Pα,Q[every x ∈ B(re1, sδr) is visible from 0]

Pα,Q[re1 is visible from 0]

=
P[Bα

Q ∩ `sδrre1
= ∅]

P[Bα
Q ∩ `re1 = ∅]

= exp
(
− α

[
E
[
λd

(
`sδrre1

(%)
)]

− E
[
λd

(
`re1(%)

)]])
.

因此，只需证明

(3.2) lim
r→∞

[
E
[
λd

(
`sδrre1

(%)
)]

− E
[
λd

(
`re1(%)

)]]
=

λBM

α
s.

注意对于每一个 t > 0，

(3.3) λd

(
`re1(t)

)
= κdt

d + κd−1t
d−1r.
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此外，如果 βr 是 `sδrre1
(ρ)的开口角，则 sin βr =

sδr
r

= s
r2
和

λd

(
`sδrre1

(t)
)

= κdt
d + κd−1

∫ r

0

(
t+ y sin βr

)d−1

dy +R1(3.4)

= κdt
d + κd−1t

d−1r + κd−1(d− 1)td−2 r
2

2
sin βr +R2

= κdt
d + κd−1t

d−1r +
1

2
κd−1(d− 1)td−2s+R2,

其中 |R1|, |R2| ≤ C max(td−1, 1)δr 对于某个 C = C(d, s)，由此得出 (3.2)。 �

4. 定理 1.1的证明对于泊松圆柱体

固定正数 α和 ρ，并记 Pα,ρ为水平 α下泊松圆柱的分布，其半径为 ρ。回忆一下，δr = 1

对于 d = 2和 δr =
1
r
对于 d ≥ 3。我们的目标是证明对于每一个 s > 0，

lim
r→∞

Pα,ρ

[
Qre1 > sδr | re1 is visible from 0

]
= exp

(
− λPCs

)
满足

(4.1) λPC =

 α d = 2

1
2
α(d− 2)κd−2ρ

d−3E[‖ξ‖] d ≥ 3

其中 ξ是在 Rd中的单位球面上均匀分布的点到超平面 {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : x1 = 0}
的正交投影，并且 E[‖ξ‖] = Beta( 1

2
, d
2
)

Beta( 1
2
, d−1

2
)
。

根据定义 (1.1)，Qr，(1.4)，(1.6)和 (1.9)，

Pα,ρ

[
Qre1 > sδr | re1 is visible from 0

]
=

Pα,ρ[every x ∈ B(re1, sδr) is visible from 0]

Pα,ρ[re1 is visible from 0]

=
P[Lα

ρ ∩ `sδrre1
= ∅]

P[Lα
ρ ∩ `re1 = ∅]

=
P[Lα ∩ `sδrre1

(ρ) = ∅]
P[Lα ∩ `re1(ρ) = ∅]

= exp
(
− α

[
µ
(
`sδrre1

(ρ)
)
− µ

(
`re1(ρ)

)])
.

因此，只需证明

(4.2) lim
r→∞

[
µ
(
`sδrre1

(ρ)
)
− µ

(
`re1(ρ)

)]
=

λPC

α
s.

根据定义 (1.5)，µ，

µ
(
`sδrre1

(ρ)
)
− µ

(
`re1(ρ)

)
=

∫
SOd

[
λd−1

(
π(`sδrrφ(e1)

(ρ))
)
− λd−1

(
π(`rφ(e1)(ρ))

)]
ν(dφ).

如果 d = 2，那么 λd−1

(
π(`sδrrφ(e1)

(ρ))
)
− λd−1

(
π(`rφ(e1)(ρ))

)
= sδr = s，因此 (4.2)成立。

令 d ≥ 3。注意 π(`sδrrφ(e1)
(ρ)) = `sδrrπ(φ(e1))

(ρ) ∩H 和 π(`rφ(e1)(ρ)) = `rπ(φ(e1))(ρ) ∩H，其中
H 是超平面 {x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd : x1 = 0}。此外，如果 φ满足 ν 的分布律，则 φ(e1)



关于连续渗流模型中的可见性窗口 11

在以 0为中心的 Rd维单位球 S 上均匀分布。因此，如果 ξ是在 S 上均匀分布的点到 H

的正交投影，则

µ
(
`sδrre1

(ρ)
)
− µ

(
`re1(ρ)

)
= E

[
λd−1

(
`sδrrξ (ρ) ∩H

)
− λd−1

(
`rξ(ρ) ∩H

)]
.

类似于体积公式 (3.3)和 (3.4)，我们得到

λd−1

(
`rξ(ρ) ∩H

)
= κd−1ρ

d−1 + κd−2ρ
d−2r‖ξ‖

和

λd−1

(
`sδrrξ (ρ) ∩H

)
= κd−1ρ

d−1 + κd−2ρ
d−2r‖ξ‖+ 1

2
κd−2(d− 2)ρd−3s‖ξ‖+R,

其中 |R| ≤ Cδr 对于某个 C = C(d, s, ρ)。因此，

lim
r→∞

[
µ
(
`sδrre1

(ρ)
)
− µ

(
`re1(ρ)

)]
=

1

2
κd−2(d− 2)ρd−3sE

[
‖ξ‖

]
,

这证明了 (4.2)。最后，我们计算 E[‖ξ‖]。使用球面坐标 ϕ1, . . . , ϕd−1，其中 ϕ1是与 e1，
ϕ1, . . . , ϕd−2 ∈ [0, π]和 ϕd−1 ∈ [0, 2π]的角度，我们得到

E
[
‖ξ‖

]
=

∫ (
sinϕ1

) (
sind−2 ϕ1 . . . sinϕd−2

)
dϕ1 . . . dϕd−1∫ (

sind−2 ϕ1 . . . sinϕd−2

)
dϕ1 . . . dϕd−1

=

∫ π

0
sind−1 ϕ1 dϕ1∫ π

0
sind−2 ϕ1 dϕ1

=
Beta(1

2
, d
2
)

Beta(1
2
, d−1

2
)
,

参见例如 [1, 6.2.1]。证明完成。 �
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