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石墨烯中狄拉克电子在非均匀磁场中的朗道能级
从非均匀磁场中
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在量子力学中，当带电粒子处于均匀磁场中时，朗道能级的出现是众所周知的。鉴于近年来对石墨
烯电子性质的兴趣不断增加，其色散关系在狄拉克点附近与动量呈线性关系，我们重新审视了朗道能
级问题，并询问是否存在某些非均匀磁场也能导致由朗道能级组成的谱。我们的答案是肯定的。特别
地，通过考虑均匀磁场的同谱变形，我们给出了严格同谱于其均匀对应物的非均匀磁场的具体表达式，
从而支持了朗道能级的存在。

I. 介绍

狄拉克方程（例如，参见 [1]）是物理学中的一个
非凡方程，并且是 20世纪最重要的发现之一。尽管它
最初被引入是为了处理量子力学的相对论推广，从而
自然地引出了自旋、粒子-反粒子对等概念，该系统近
年来受到了极大的关注，尤其是在石墨烯的背景下，
这是一种二维材料，由一层碳原子构成，在狄拉克点
附近，电子色散关系在动量 [2–4]上呈线性。这种材料
由于其特有的色散关系形式而具有迷人的性质，并且
缺乏能隙意味着电子特性可以用无质量的狄拉克哈密
顿量 [3]很好地描述。在凝聚态物理学中，对类似狄拉
克的哈密顿量的兴趣如此之大，以至于现在将这类具
有线性色散关系的系统称为狄拉克材料 [5–9]。还值得
一提的是，(2 + 1)维的狄拉克哈密顿量一直是几项研
究的主题 [10–13]，而狄拉克哈密顿量的一个关键方面
在于它与量子光学的联系，因为所谓的狄拉克振子的
哈密顿量 [14, 15] 可以映射到描述两能级系统中原子
跃迁的 Jaynes-Cummings/反-Jaynes-Cummings 模型
[16, 17]。

在考虑电子性质时，一个重要目标是理解系统
（特别是谱）如何受到外加磁场的影响。这自然地引导
我们关注凝聚态物理中的有趣现象，如抗磁性、霍尔
效应、磁阻等。众所周知，如果对外部的量子自由粒

∗aritraghosh500@gmail.com

子施加均匀磁场，则朗道能级描述了其谱——这一效
果对于解释金属中由于自由电子而产生的抗磁性至关
重要，正如朗道 [18]所述。虽然已经在 [4]（另见 [17]）
的统一磁场背景下研究了石墨烯中的朗道能级，但我
们现在可以问——是否存在非均匀场配置也能够导致
朗道能级？因此，实际上正在寻求的是均匀磁场的等
谱变形。虽然有关二维泡利哈密顿量的一些进展已经
在 [19]中报告，但在本工作中，我们将构造推广到适
合石墨烯的狄拉克哈密顿量。分析在对称（库仑）规
范和非对称（朗道）规范中进行。值得注意的是，先
前已有文献报道了关于磁场上作用于石墨烯中的狄拉
克电子的一些精确结果 [20, 21]。

在量子力学中寻找同谱哈密顿量的问题是相当古
老且已有成熟结果的 [22–36]。事实上，Darboux的经
典结果 [22]表明，如果Hψ = Eψ是一个时间无关的薛
定谔方程（符号具有熟悉的含义），其中 H = − d2

dx2 +

V (x)（我们将设定 h̄ = 1）为势函数 V (x)，那么，如果
φ(x)是该方程的一个本征值为 ε的特解，则对于E 6= ε，
ψ̃ = W (ψ, φ)/φ是 H̃φψ̃ = Eψ̃ 的一个解，其中 H̃φ =

− d2

dx2 + Ṽ φ(x)，并且

Ṽ φ(x) = V (x)− 2
d2

dx2
lnφ(x). (1)

这里，W (ψ, φ)是Wrönskian，而 φ(x)经常被称为“种
子”函数。达布构造的一个特殊情形发生在 ε是 H的
基态能量 E0时，在这种情况下，φ(x)必须是基态波函
数，即 φ(x) = ψ0(x)。然后得到了超对称量子力学的
框架，在这个框架中，超势定义了一对伙伴势，其中
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一个为 V (x)，另一个为 Ṽ ψ0(x)–两者除了基态 [27]外
具有相同的谱。Darboux变换也可以用来寻找所谓的
有理扩展系统 [30–36]。我们将在这个研究中应用的具
体技术可以归因于 Abraham和 Moses[23]，虽然这与
Darboux构造不同，但它也与超对称量子力学密切相
关。对于一个合适的实常数 λ，这种构造方法导出了新
的单参数势函数，其形式为

Ṽλ(x) = V (x)− 2
d2

dx2
ln[J(x) + λ], (2)

，其中 J(x) =
∫ x
−∞ ψ0(x

′)2dx′。这些势函数与 V (x)

是“严格”同谱的。正如在 [26] 中所强调的那样，
Abraham-Moses 构造方法通常给出的结果与 Dar-
boux 构造方法不同；后者一般会从与势函数 Ṽ φ(x)

相关的频谱中“删除”特征值 ε。

本文的目的是证明确实存在非均匀磁场，尽管这
些磁场在空间上不是常数，但它们可以产生与均匀磁
场情况下严格同谱的能级，即朗道能级。鉴于目前对
石墨烯和狄拉克/半狄拉克材料 [3–9]的兴趣，这样的
结果预计会有有趣的后果。

II. 磁场所中的狄拉克方程

我们的出发点是二维狄拉克哈密顿量 [1]

H = vFα · (p+A), (3)

其中 vF 是费米速度而 A = (Ax, Ay)是矢势，磁场定
义为 Bz = ∂Ay(x,y)

∂x
− ∂Ax(x,y)

∂y
。请注意我们取电子电

荷为 ‘−1’ 对应于一个电子。取 αx = σx 和 αy = σy，

Dirac 哈密顿量可以表示为

H =

(
0 vF (P∗ +A∗(r))

vF (P +A(r)) 0

)
, (4)

其中我们定义了 P = px + ipy 和 A(r) = Ax(r) +

iAy(r)，且 r = (x, y)。现在，假设狄拉克波函数的形
式由

Ψ =

(
ψ1

ψ2

)
, (5)

给出，其中 ψ1,2 = ψ1,2(x, y)，方程HΨ = EΨ给出了

vF (P∗ +A∗(r))ψ2(r) = Eψ1(r), (6)

vF (P +A(r))ψ1(r) = Eψ2(r). (7)
结合这两个结果，我们得到

v2F
[
(P +A(r))(P∗ +A∗(r))

]
ψ2(r) = E2ψ2(r). (8)

我们可以将 ψ2称为波函数，尽管一旦它被确定，从方
程 (6)中很容易找到 ψ1。现在，对于方程 (8)，直接计
算给出[

p2x + p2y +A2
x +A2

y + 2(Axpx +Aypy)

+(pxAx) + (pyAy) + i(pyAx)− i(pxAy)
]
ψ2(x, y)

=

(
E2

v2F

)
ψ2(x, y). (9)

上述方程具有形式 Kψ2 = Eψ2，其中 E = (E/vF )
2 和

K = p2x + p2y +A2
x +A2

y + 2(Axpx +Aypy) + (pxAx) +

(pyAy)+ i(pyAx)− i(pxAy)被称为拟哈密顿量 [37]。在
下面的内容中，我们将依次讨论对称和非对称规范选
择以寻找均匀磁场的等谱变形。

III. 对称规范

A. 均匀磁场

对于均匀磁场，可以选择对称规范，取 Ax = −By和 Ay = Bx，得到 Bz = 2B。因此，方程 (9) 变为[
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+B2(x2 + y2) + 2BLz − 2B

]
ψ2(x, y) =

(
E2

v2F

)
ψ2(x, y), (10)

其中我们使用了 px = −i ∂
∂x
和 py = −i ∂

∂y
。在上述方程中，我们有 Lz = xpy − ypx 作为轨道角动量。注意左侧

的最后一项是自旋场相互作用项（‘-1’方向来自泡利矩阵 σz 的负号对于 ψ2）。在极坐标系中查看该方程 (r, θ)是
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很方便的；取试探解 ψ2(r, θ) = eimlθρ(r)，我们得到

−d
2ρ(r)

dr2
− 1

r

dρ(r)

dr
+

[
B2r2 +

m2
l

r2
+ 2Bml − 2B

]
ρ(r) =

(
E2

v2F

)
ρ(r). (11)

定义 χ(r) =
√
rρ(r)，可以进一步得到简化后的方程

−d
2χ(r)

dr2
+

[
B2r2 +

m2
l − 1

4

r2

]
χ(r) =

[E2 − 2Bmlv
2
F + 2Bv2F ]

v2F
χ(r). (12)

上述类似薛定谔方程的结构与在各向同性势能 [38]中运动的粒子相同，并且可以通过精确求解给出（详见 [39–
41]）以下结果：

χn,ml
(r) ∼ r|ml|+ 1

2 e−
Br2

2
1F1(−n, |ml|+ 1, Br2), E2

n = 2Bv2F (2n+ml + |ml|), (13)

其中 n = 0, 1, 2, · · ·和ml = 0,±1,±2, · · ·。这里，1F1(·, ·, ·)是可以通过使用恒等式

1F1(−n, |ml|+ 1, Br2) =
Γ(n+ 1)Γ(|ml|+ 1)

Γ(|ml|+ n+ 1)
L|ml|
n (Br2), (14)

表示为关联拉盖尔多项式 Lα0
n (x) 的合流超几何函数，其中 Γ(·) 是欧拉伽马函数。完整的波函数表示为

ψ2,n,ml
(r, θ) = r−1/2eimlθχn,ml

(r)，它们的正交性直接来自于关联拉盖尔多项式的正交性。E2 的谱是等间距的；
这些就是我们将提到的狄拉克系统的朗道能级。允许的能量是 En = ±

√
2B(2n+ml + |ml|)vF。一个值得特别

注意的情况是 ml = 0，在这种情况下，合流超几何函数可以用“简单”的拉盖尔多项式 L0
n(x) 来表示。对于

n = 0，我们得到 L0
0 = 1，这意味着基态波函数由 ψ2,0,0(r) ∼ e−

Br2

2 给出，与 ψ2,0,ml
(r)对于ml 6= 0不同，它在

r → 0时不消失。这可以从以下事实解释：对于ml = ±1,±2, · · ·，有m2
l > 1/4，表明方程（12）中的 1/r2项是

排斥的（以 r = 0为中心），而对于ml = 0，方程（12）中的相同项变为吸引的。

B. 非均匀磁场

关于非均匀磁场，我们取矢量势的分量如下形式：Ax(x, y) = −Byf(r)和 Ay(x, y) = Bxf(r)，其中 r =√
x2 + y2是径向变量。直接计算表明方程 (9)具有以下形式：[

−∇2 + r2B2f(r)2 + 2Bf(r)Lz − 2Bf(r)− rBf ′(r)

]
ψ2(r, θ) =

(
E2

v2F

)
ψ2(r, θ). (15)

定义 ψ2(r, θ) = r−1/2eimlθχ(r)，得到

−d
2χ(r)

dr2
+

[
B2r2f(r)2 +

m2
l − 1

4

r2
+ 2Bf(r)ml − 2Bf(r)− rBf ′(r)

]
χ(r) =

(
E2

v2F

)
χ(r). (16)

我们现在可以利用超对称因子分解。验证对于
ml ≤ 0，上述方程的左侧可以通过定义

Aml
=

d

dr
+Brf(r)−

|ml|+ 1
2

r
. (17)

表示为 A†
ml
Aml

是一个简单的练习。基态本征函数可

以直接计算；使用 Aml
χ0,ml

(r) = 0进行积分得到

χ0,ml
(r) ∼ r|ml|+ 1

2 e−
∫ r Br′f(r′)dr′ , (18)

波函数为 ψ2,0,ml
(r, θ) = r−1/2eimlθχ0,ml

(r)。我们将使
用基态本征函数一词表示 χ0,ml

(r)，而基态波函数则
指代 ψ2,0,ml

= r−1/2eimlθχ0,ml
(r)。类似的术语将在第



4

(IV)节的非对称规范中使用。请注意，每个ml表示一
个不同的基态本征函数，这由条件Aml

χ0,ml
(r) = 0决

定，其中算子 Aml
明确依赖于ml。在上述构造中，我

们可以将依赖于ml 的超势识别为

Wml
(r) = Brf(r)−

|ml|+ 1
2

r
, (19)

，并且这导致了一个一维的时间独立 Schrödinger型方
程（16），其标量势为

Vml
(r) = B2r2f(r)2 +

m2
l − 1

4

r2

+2B

(
f(r)ml − f(r)− rf ′(r)

2

)
. (20)

。
现在，对于一般的 f(r) 以及由此得到的 Vml

(r)，
Abraham-Moses的结果（2）给出了一个严格等谱势族，
形式为

Ṽml,λ(r) = Vml
(r)− 2

d2

dr2
ln[Jml

(r) + λ], (21)

，其中 Jml
(r) =

∫ r
0
χ0,ml

(r′)2dr′，而 χ0,ml
(r)是对应

于给定的ml的基态本征函数（18）。这里，实参数 λ参
数化严格等谱势能族 Ṽml,λ(r)。利用这个众所周知的结
果，直接计算表明对于给定的值ml和描述矢量势的一
个函数 f(r)，一个严格等谱族 fml,λ(r)给出为

Bfml,λ(r) = Bf(r) +
1

r

d

dr
ln[Jml

(r) + λ]. (22)

因此，简单来说，从一个磁场Bz和给定的值ml开始，
导致相同量子谱的磁场族给出为

(Bz)ml,λ(r) = Bz(r) +
1

r

d

dr

(
r
d

dr
ln[Jml

(r) + λ]

)
.

(23)
在二维 Pauli哈密顿量的背景下，同样的结果是在 [19]
中获得的。我们的第一个结果可以陈述如下：

结果 1 一个支持朗道能级的非均匀磁场的两参数族由
以下给出：

(Bz)ml,γ(r) = 2B +
r2|ml|e−Br

2

γ +
∫ r
0
r′2|ml|+1e−Br′

2
dr′

+
d

dr

(
r2|ml|+1e−Br

2

γ +
∫ r
0
r′2|ml|+1e−Br′

2
dr′

)
, (24)

其中 γ 是一个合适的实常数，其他符号具有它们通常
的意义。

证明 – 我们感兴趣的朗道量子化，我们将取
f(r) = 1，得到 Bz = 2B，对应方程（12）的情况。
由于 f(r) = 1，基态本征函数 χ0,ml

(r)可以从 (18) 得
到为

χ0,ml
(r) = Nml

r|ml|+ 1
2 e−

Br2

2 , (25)

其中 Nml
是一个归一化因子。这与结果 (13) 的 n = 0

情况相符。从结果 (22)立即得出

fml,λ(r) = 1 +
1

B

N2
ml
r2|ml|e−Br

2

λ+N2
ml

∫ r
0
r′2|ml|+1e−Br′

2
dr′

, (26)

，其中下标 ml 明确表示该结果是为特定的 ml 获得
的。由此得出非均匀磁场允许E2具有等间距谱（对于
选定的ml）。直接计算验证了结果（24）与 γ = λ/N2

ml
。

此外，我们得到了结果∫ r

0

r′
2|ml|+1

e−Br
′2
dr′ (27)

=
r2|ml|

2B(Br2)|ml|

[
Γ(|ml|+ 1)− Γ(|ml|+ 1, Br2)

]
,

其中 Γ(·) 是在恒等式 (14) 中较早出现的欧拉伽玛函
数，而 Γ(·, ·) 是上不完全伽玛函数。利用这一点，可
以对非均匀磁场 (24) 进行解析评估。磁场的变化 (24)
在图 (1) 中得到了说明，这清楚地展示了其空间分布。
对于较大的 r，它收敛到均匀场 Bz = 2B，并且 |ml|
的值越小，这种收敛就越快。

必须强调的是，算子 Aml
及其共轭涉及量子数

ml。这意味着A†
ml
Aml
（或Aml

A†
ml
）的谱由量子数 n

标记，但ml固定。虽然这表明我们仅获得了部分谱（对
于给定的 ml），值得注意的是，对于 ml ≤ 0，由均匀
磁场 2B 引起的谱 (13)是 E2

n = 4Bnv2F，与 ml 无关。
然而，对于每个Aml

，方程 (17)定义了一个依赖于ml

的基态本征函数，并且非均匀磁场 (24) 是依赖于 ml

的。如 [19]所示，上述非均匀磁场与它们的均匀对应
物具有相同的磁通量。

IV. 非对称（朗道）规范

我们取不对称规范，其中 Ax = 0和 Ay = Ay(x)，
给出 Bz =

∂Ay(x)

∂x
。在这种情况下，取狄拉克波函数的
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图 1: (Bz)ml,γ(r)的空间分布，与均匀场 Bz = 2B 同
谱，作为 r的函数对于 B = 1,γ = 1，在取ml = −1

（橙色）、ml = −2（绿色）和ml = −3（蓝色）时的
情况。黑色虚线表示均匀场 Bz = 2B。

形式为

Ψ = eiky

(
ψ1

iψ2

)
, (28)

其中 ψ1,2 = ψ1,2(x)，狄拉克方程 HΨ = EΨ变为

vF

[
d

dx
+ k +Ay(x)

]
ψ2(x) = Eψ1(x), (29)

vF

[
− d

dx
+ k +Ay(x)

]
ψ1(x) = Eψ2(x). (30)

将这些组合起来，对于 ψ2，得到以下方程：[
− d2

dx2
+[k+Ay(x)]

2− dAy(x)

dx

]
ψ2(x) =

(
E2

v2F

)
ψ2(x),

(31)
其左边可以因式分解为 A†

kAk，其中

Ak =
d

dx
+ k +Ay(x). (32)

基态获得为 Akψ2,0,k = 0，形式上给出

ψ2,0,k(x) ∼ e−
∫ x(k+Ay(x

′))dx′
, (33)

其中下标 k 表示波函数通过 Ak 对 k 的显式依赖来表
示的 k 依赖性。方程 (31) 可以解释为一个具有有效
势能

Vk(x) = [k +Ay(x)]
2 − dAy(x)

dx
. (34)

的时间独立薛定谔型方程。我们现在可以讨论朗道能
级。

A. 朗道能级

我们取 Ay(x) = Bx。这蕴含了 Bz = B，且方程
（31）变为[

− d2

dx2
+B2

(
x+

k

B

)2]
ψ2(x) =

(
E2

v2F
+B

)
ψ2(x),

(35)
其结构与谐振子的时间无关薛定谔方程相同。因此，可
以求解得到

ψ2,n,k(x) ∼ e−
B(x+k/B)2

2 Hn(Bx+k), E2
n = 2Bv2Fn,

(36)
，其中 n = 0, 1, 2, · · ·和 k可以连续变化。这给出了朗
道能级 En = ±

√
2BnvF。

B. 非均匀场中的朗道能级

现在可以展示一组严格等谱的磁场，这是我们第
二个结果。以下是正确的：

结果 2 一个支持朗道能级的非均匀磁场的两参数族由

(B̃z)k,δ(x) = B− d

dx

(
2(Bx+ k)e−B

(
x+ k

B

)2
δ +

∫ x
−∞ e−B

(
x′+ k

B

)2
dx′

)
(37)

给出，其中 δ 是一个合适的实常数，其他符号具有它
们通常的意义。

证明 – 利用 Abraham-Moses 结果 (2) 并从势能
(34) 开始，可以得到一组严格等谱的势能作为

Ṽk,λ(x) = Vk(x)− 2
d2

dx2
ln[Jk(x) + λ], (38)

其中 Jk(x) =
∫ x
−∞ ψ2,0,k(x

′)2dx′。调用方程 (34)，直接
计算显示我们得到了一组向量势能如下：

(Ãy)k,λ(x) = Ay(x) +
d

dx
ln[Jk(x) + λ]. (39)

这些势能定义了一组严格等谱的磁场。牢记 Landau能
级的问题，因此采用 Ay(x) = Bx，最终得到我们的结
果 (37)，通过将 ψ2,0,k(x) = Nke

−B(x+k/B)2

2 作为归一化
因子 Nk 来表达 δ = λ/N2

k。磁场的变化 (37) 如图 (2)
所示，清晰地显示了其空间分布。对于大的 |x|，它收
敛到均匀场 Bz = B。
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图 2: 空间分布 (Bz)ml,δ(x)，其同谱于均匀场
Bz = B，作为 x的函数对于 B = 1，δ = 1，在取

k = 1（橙色）和 k = 2（绿色）时。黑色虚线表示均
匀场 Bz = B。

V. 讨论

当带电量子粒子施加均匀磁场时出现朗道能级是
众所周知的。在前文分析中，我们描述了如何获得严
格等谱于均匀磁场情况的非均匀磁场。聚焦于石墨烯，
我们在不对称和对称规范选择下找到了导致朗道能级
的非均匀磁场表达式。这些能级在顺磁性和其他磁现
象的背景下具有研究价值。

总结，在对称规范下，引入极坐标 (r, θ) 以及
径向波函数 ρ(r) = r−1/2χ(r) 的进一步变换是方便
的，这将问题映射到一个具有所需谱的“有效”方
程（16）对于 E2；在此基础上我们应用了超对称
分解和 Abraham-Moses 的结果（2）。因此，所谓
的波函数 χn,ml

(r) 具有基态归一化因子 Nml
，与真

实的波函数 ψ2,n,ml
(r, θ) = r−1/2e−imlθχn,ml

(r) 不
同。专注于 ml ≤ 0，对于每个 ml = 0,−1,−2, · · ·，
我们发现存在不同的非均匀磁场 (24) 支持朗道能
级。每个 ml 都有一个由 Aml

确定的独特基态本征
函数。ml = 0 的情况是特殊的，因为基态波函数
在 r → 0 时不消失，这在恒等式 (14) 下面的一段

中进行了讨论。从结果 (24) 可以很容易地看出，
对于 ml = −1,−2, · · ·,limr→0(Bz)ml<0,γ(r) =

limr→∞(Bz)ml<0,γ(r) = 2B，我 们 有
ml = 0,limr→∞(Bz)ml=0,γ(r) = 2B 但是
limr→0(Bz)ml=0,γ(r) = 2(B + γ−1)，这一观察也
在 [19]中被指出。

从对称规范的结果来看，很容易观察到它们依赖
于 k，其中 k是 y方向上的动量量子数（连续）。虽然
k不影响谱，但它出现在基态波函数（33）中，因此，k
参数化了支持朗道能级的非均匀磁场族（37）。我们必
须注意到，E2级的能谱在两种情况下是相同的（如预
期），因为对于ml ≤ 0，我们从 (13)得到，在均匀磁场
Bz = 2B 下的级别为 E2

n = 4Bnv2F，这相当于在 (36)
中对于均匀磁场Bz = B下获得的E2

n = 2Bnv2F。值得
注意的是，我们的分析揭示了与原始 Abraham-Moses
结果（2）中势的一个参数族相比，磁场所具有的两个
参数族，并且 ml 或 k 的出现是由于将二维问题简化
为一维问题所致。

最后，让我们指出尽管我们的讨论中心是石墨烯
或任何其他“无隙”的狄拉克材料，但我们的结果可
以经过简单的修改应用于具有非零质量/间隙的相对
论量子力学，并且这些技术也可以应用到非相对论量
子力学中。因此，当前分析相当普遍，预计在涉及磁
场的各种量子力学问题中都是相关的。让我们在此结
束时指出，根据 [28]，可以找到支持朗道能级的多参
数非均匀磁场族；然而，我们在这里不会进一步探讨
这一点。
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洞察力的讨论，并对帕尼尔大学物理学系的热情接待
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